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Folgerungen aus dem Begriff des EINEN. 


Diese Arbeit konnte in den Jahren 2000 bis 2006 gemeinsam erstellt werden. Die Arbeit ist eine philosophisch-mathematliche 
Arbeit mit möglichen Ausblicken auf Physik. Philosophisch löst sie den Widerspruch zwischen den Auffassungen von Parmenides und 
Heraklit, an dem die abendländische Metaphysik scheiterte, wie Georg Picht in seinem posthum veröffentlichen Werk "Yon dar Zune 
ausführlich darlegte. Außerdem genügt sie den weiterführenden Forderungen von Picht, um wenigstens einen Schritt aus der Khas 
der abendländischen Philosophie zu machen. Parmenides spekuliert und argumentierte mit dem Begriff des EINEN, in dem Alles 
gereinigt sein sollte, Heraklit dagegen behauptete, nur "Bewegung im Sein" sei wesentlich, "Ruhe in dem EINEN" gabe es nicht. 

Der "Bewegung im Sein” entspräche "Wasser" und auch "Feuer". Diese Bewegung wird auch als Heraklitscher Logos bezeichnet, 

Es ist zu bemerken, daß auch heute noch weitgehend die Auffassung vertreten wird, in dem EINEN sei "Ruhe" und keine 
"Bewegung". 

Pichts Werk "Von der Zelt" ist zur Kritik der abendländlichen Philosophie ungeheuer wichtig, weil er weiterführende Forderungen 
stellt, deren Erfüllung er aber nicht durchführen kann. Es scheint uns, daß in allgemeiner Sprache das als kaum möglich erscheint, 
Was Picht "in der Zeit sein” nennt, jenen übergreifenden Modus, in dem Vergangenheit, Gegenwart und Zukunft sis Möglichkeit 
Auen mengefaßt Werden, sei der Modus der Reflexion, der eingebettet in den Kosmos sei. Eingebettet in den Kosmos badeun 
auch eingebettet zu sein in Vergangenheit, Gegenwart und Zukunft”. Denn mit dem Blick in den räumlichen Kosmas Dioras wir 
ancn In die Vergangenheit, erkennen dort auch dynamische Prozesse, die in die Zukunft zeigen. Außerdem gilt es als cin ungelöstes 
philosophisches Problem, was Gegenwart sei, die aus einer unbekannten Zukunft diese in nicht veränderbars Vergangenheit 
ont Das erfordert eine philosophische Begründung vom “Ticken” der Zeit, die bisher als nicht gefunden betrachtet pardon 
muß, Von uns wird dazu ein Vorschlag gemacht, Physikalisch wird Zeit zwar mit Uhren gemessen, das "Ticken, use Zeit, wie auch 
der Raum in seinen drei Dimensionen werden aber einfach vorausgesetzt und mathematisch über dem Kontiota der reellen 
Zahlen beschrieben. Natürlich gibt es schon Vermutungen, auch Raum und Zeit könnten gequantelt sein. 

Anfange einer "Gittertheorie” des Raumes werden für die Elementartellchenphysik erprobt. 

In unserer Arbeit soll der Modus der Reflexion nach Picht mit den sprachlichen Möglichkeiten von Mathematik erweitert werden. 
Aber eben nicht so, daß Mathematik als Sprache von "außen" hinzugenommen wird, um den Modus der Reflexinn su erweitern. Es 
An aem, daß wesentliche Teile der Algebra sich aus dem Modus der Reflexion ergeben. Dabei spielen Permulukunun a 
Abbildungen die Basisrolle. Damit sind endliche Gruppe eingeführt. Aus diesen werden endiiche Ringe und endliche algebraische 
Körper, Galoisfelder genannt, durch Endomorphismen von endlichen, Kommutativen Gruppen als Abbildungen konstruiert. Der 
Abbiidungsbegriff Ist Zentral. So wird Pichts Forderung, die Grenzen der abendländlichen Metaphysik zu sprengen, entsprochen. Es 
Ergibt sich ein merkwürdiger Blick auf mögliche Physik von Raum, Zeit und Photonen, aber noch nicht von Malena. 

Die aufgezeigte Methode ist aber offen für Erweiterungen. 
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ALL-EIN-SEIN 


Zielformulierung: 

Die vorliegende Arbeit wurde von den beiden Verfassern gemeinsam erarbeitet. Keiner 
von uns beiden wäre in der Lage gewesen, die auftretenden Probleme alleine zu lösen. 
Die Arbeit hat mehrere Aspekte. Sie ist eine philosophisch-mathematische Arbeit mit 
möglichen Ausblicken auf Physik. 

Philosophisch löst sie den Widerspruch zwischen den Auffassungen von Parmenides und 
Heraklit, an dem die abendländische Metaphysik scheiterte, wie Georg Picht ausführlich 
darlegte in seinem posthum veröffentlichen Werk "Von der Zeit" [1] ([1] ist die Nummer im 
Literaturverzeichnis am Ende des Artikels). Außerdem genügt sie den weiterführenden 
Forderungen von Picht, um wenigstens einen Schritt aus der Krise der abendländischen 
Philosophie zu machen. 

Parmenides spekuliert und argumentiert mit dem Begriff des EINEN, in dem Alles 
vereinigt sein sollte. 

Heraklit dagegen behauptetet, nur "Bewegung im Sein" sei wesentlich, "Ruhe in dem 
EINEN" gäbe es nicht. Der "Bewegung im Sein" entspräche "Wasser" und auch "Feuer". 
Es ist zu bemerken, daß auch heute noch weitgehend die Auffassung vertreten wird, in 
dem EINEN sei "Ruhe" und keine "Bewegung". 

Pichts Werk "Von der Zeit" ist zur Kritik der abendländlichen Philosophie ungeheuer 
wichtig, weil er weiterführende Forderungen stellt, deren Erfüllung er aber nicht 
durchführen kann. Es scheint uns, daß in allgemeiner Sprache das als kaum möglich 
erscheint. 

Was Picht "in der Zeit sein" nennt, jenen übergreifenden Modus, in dem Vergangenheit, 
Gegenwart und Zukunft als Möglichkeit zusammengefaßt werden, sei der Modus _der 
Reflexion, der eingebettet in den Kosmos sei. Eingebettet in den Kosmos bedeutet auch 
"eingebettet zu sein in Vergangenheit, Gegenwart und Zukunft". Denn mit dem Blick in 
den räumlichen Kosmos blicken wir auch in die Vergangenheit. Erkennen dort auch 
dynamische Prozesse, die in die Zukunft zeigen. 

Außerdem gilt es als ein ungelöstes Philosophisches Problem, was Gegenwart sei, die 
aus einer unbekannten Zukunft diese in nicht veränderbare Vergangenheit verwandelt. 
Das erfordert eine philosophische Begründung vom "Ticken" der Zeit, die bisher als nicht 
gefunden betrachtet werden muß. Physikalisch wird Zeit zwar mit Uhren gemessen, das 
"Ticken" der Zeit, wie auch der Raum in seinen drei Dimensionen werden aber einfach 
vorausgesetzt und mathematisch über dem Kontinuum der reellen Zahlen beschrieben. 
Natürlich gibt es schon Vermutungen, auch Raum und Zeit könnten gequantelt sein. 
Anfänge einer "Gittertheorie” des Raumes werden für die Elementarteilchenphysik erprobt. 


Der Modus der Reflexion nach Picht soll mit den sprachlichen Möglichkeiten von 
Mathematik erweitert werden. Aber eben nicht so, daß Mathematik als Sprache von 
"außen" hinzugenommen wird, um den Modus der Reflexion zu erweitern. Es wird so 
sein, daß wesentliche Teile der Algebra sich aus dem Modus der Reflexion ergeben. 
Damit wird Pichts Forderung, die Grenzen der abendländlichen Metaphysik zu sprengen, 
entsprochen. Es ergibt sich dabei ein merkwürdiger Blick auf mögliche Physik von Raum, 
Zeit und Photonen, aber noch nicht von Materie. Die aufgezeigte Methode ist aber offen 
für Erweiterungen. 


Im Text werden mathematische Begriffe benutzt und nur zum Teil eingeführt. Eine 
Einführung aller benutzter Begriffe würde den Rahmen der Arbeit erheblich sprengen und 
von dem philosophischen Anliegen ablenken. 


In dieser Arbeit besteht der wesentliche Ansatz darin, wie ausführlich erläutert werden 
soll, durch Permutationsabbildungen des EINEN auf sich, die geforderte "Bewegung" in 
das "Weltspiel", wie Picht solche Überlegungen nennt, zu bringen. Die 
Permutationsabbildungen begründen aber die moderne Theorie der Endlichen Gruppen. 
Aus Endlichen Gruppen folgen Abbildungen, mit denen endliche algebraische Körper, 
Galoisfelder, konstruiert werden können. 


Der Endomorphismenring einer zyklischen Gruppe Cp von Primzahlordnung p ist ein 
Galoisfeld, der Primkörper GF (p). 
Aus jeder zyklischen Gruppe Cp kann ein direktes Produkt CpXxCp konstruiert werden, 


allgemein sogar: zu jeder natürlichen Zahl n gibt es eindeutig ein direktes Produkt Opx- 


Opx CpX...xXCp , wobei die zyklische Gruppe Cp n-mal vorkommt. Um das einfacher zu 


schreiben, wird dieses direkte Produkt C,” geschrieben. Dann kann gezeigt werden, 
daß der Endomorphismenring von C,” ein Galoisfeld GF(p”) enhält. 

Gruppenringe über Galoisfeldern konstruieren Vektorräume. Dabei ist zu berücksichtigen, 
daß jeder Ring in einen Endomorphismenring einer abelschen Gruppe eingebettet 
werden kann. ( [12] Ernst-August Behrens "Algebren"; Bl-Hochschultaschenbücher 
Bd.97/97a 1965 ) 

Als merkwürdig erweist sich dann, daß über Galoisfeldern GF(p”) mit Primzahlen p der 
Form (4m+3) und ungeradem n die entstehenden Vektorräume die Eigenschaft haben, 
daß Einsteins spezielle Relativitätstheorie in ihnen von vornherein gilt und nicht erst als 
eine "späte" Theorie der Physik auftaucht. 

Mit der multiplikativen, zyklischen Gruppe eines Galoisfeldes kann das "Ticken" der Zeit 
eingeführt werden. 


Weiter werden die symmetrischen Gruppen S3 und S4 benutzt, um durch homomorphe 


Abbildungen irreduzibele Vektorräume zu erzeugen. In diesen Vektorräumen werden 
dann, wie in der Arbeit ausführlich nachgewiesen werden wird, nicht zu wenige "Objekte", 
Vektoren, erzeugt durch die irreduziblen Darstellungen, gefunden, die sich mit 


"Lichtgeschwindigkeit" in diesen Vektorräumen bewegen. 

Es kann auch noch ein Vorschlag gemacht werden, wie die Energiegleichung E=hv erfüllt 
werden könnte. 

Natürlich leidet die Arbeit darunter, daß überhaupt kein Vorschlag gemacht werden kann, 
welches Galoisfels GF(p”) geeignet wäre, einen Anfang für eine gequantelte Raum-Zeit- 
Physik zu setzen. Den beobachtbaren Kosmos zu beschreiben verlangt bestimmt eine 
sehr große Primzahl p und vielleicht ein großes n. 


In vielen Diskussion haben wir erfahren, daß die Entwicklung unserer Gedanken zwar in 
der abendländischen Philosophie vorbereitet sind, aber auf große 
Verständnischwierigkeiten stoßen. Deshalb wird philosophisch noch einmal ausgeholt: 


In der Beschäftigung mit Literatur sei unter diesem Gesichtpunkt erinnert an sogenannte 
Heilige Schriften (Bibel oder Koran), ebenso aber auch an die Ursprünge der 
abendländischen Philosophie der letzten drei Jahrtausende. Im griechischen Altertum ragt 
ein Philosophen-Zwillingspaar heraus: Parmenides (525-455 v.Chr.) und Heraklit 
(540-480 v.Chr.), deren Bedeutung bis in die heutige Zeit nicht abgeklungen ist, weil ihre 
Seinsphilosophie grundlegend bleibt. 

( Eine ausführliche Einführung und kritische Betrachtungen findet man in dem schon oben 
zitierten Buch von Georg Picht: „Von der Zeit‘, erschienen bei Klett-Cotta 1999 [1]) 

Ein Hauptbegriff aus dieser Zeit, der sich konstituierenden griechischen Philosophie, der 
die klassische Philosophie des deutschen Idealismus ausgelöst und vollauf beschäftigt 
hat, ist der des evxarnav („Ein und Alles“). Das bedeutet die All-Einheit, in der die Dinge 
des Seienden in der Welt in wechselseitigem Miteinander ein Ganzes bilden, kurzgefaßt 
als All-EINS-SEIN. 

Hingegen gab es für Heraklit nur "Bewegung", was sich in dem populären Satz "Alles 
fließt" ausdrückt. 

Parmenides spekuliert und argumentiert mit dem Begriff des EINEN, in dem Alles 
vereinigt sein sollte. 

Heraklit dagegen behauptetet, nur "Bewegung im Sein" sei wesentlich, "Ruhe in dem 
EINEN" gäbe es nicht. Der "Bewegung im Sein" entspräche "Wasser" und auch "Feuer". 
Es ist zu bemerken, daß auch heute noch weitgehend die Auffassung vertreten wird, in 
dem EINEN sei "Ruhe" und keine "Bewegung". 


Dieser Begriff des EINEN, den Parmenides reflektiert, erscheint geeignet auch als 
Ausgangspunkt einer neueren Betrachtung, die den Versuch einer Erstellung von Raum 
und Zeit zum Ziel hat. 

Dabei wird es sich zeigen, daß dazu auch ein begriffliche Ansatz von Heraklit ganz 
wesentlich ist. 

Der scheinbare Widerspruch der philosophischen Auffassungen von Parmenides und 
Heraklit, der der abendländischen Philosophie so große Schwierigkeiten bereitet hatte, 
löst sich auf. 


RB 


Die Auffassung von Heraklit macht es erst möglich, die Gedanken von Parmenides über 
ein EINES zu einer Konstruktion von Raum und Zeit zu transzendieren. 

Damit wird auch deutlich, warum die weiterführende transzendentale Methode, die auf 
dem parmendischen Ansatz beruhte, scheitern mußte. 

Abbildungen verschiedener Stufen des EINEN auf sich werden als Möglichkeiten des 
heraklitschen „Logos“, aufgefaßt. 

Die mathematischen Formulierungen gestatten, immer die Stufen der reflektorischen 
Abbildungen bewußt zu machen, auf denen sie konstruiert sind. 

Man könnte auch theologisch argumentieren: 

Hier liegt ein Versuch vor, zu beginnen, auf der Himmelsleiter Jakobs hinauf- und 
herunterzusteigen. 

Wobei nach theologischem Verständnis die Reflexionsstufe, die direkt das EINE umfaßt, 
mit „oben“ zu bezeichnen sei. 

Aber für das Verständnis der Autoren müßte diese Reflexionsstufe mit „unten“ bezeichnet 
werden, sie stellt die „tiefstmögliche“ Reflexionsstufe dar, auf der nur noch das „EINE“ ist. 
Goethe verweist dazu im Faust II auf „das Hinabsteigen zu den Müttern“, wo nur noch der 
„Dreifuß" zu finden sei, der mit einem „Schlüssel“ zu berühren sei und „die Welt entfalte 
sich“ . 

In unserer Sprache ist der „Dreifuß“ das „trinitätische EINE“ , als Schlüssel wird der 
Abbildungsbegriff verwendet. 


Parmenides sieht das EINE unter der Voraussetzung, daß kein NICHT-EINES gedacht 
werde und daß das EINE als vom NICHTS verschieden zu gelten habe. 

Dieses EINE ist ALL-EIN, es gibt kein Zweites. 

Dieses Attribut ALL-EIN wirkt zweifach: 

«All-EIN» bedeutet a) kein Zweites und b) kein Nichts. 

Das EINE sei ALLumfassend. 


Das ALL-EINS-SEIN hat in der deutschen Sprache auch ohne Bindestriche eine tiefe 
Bedeutung: ALLEINSEIN. 

Der Begriff trifft dann Selbstbezogenheit, Verlassenheit und Beziehungslosigkeit zu 
anderen oder anderem. 

Das ALL-EINS-SEIN ist auch ALLEINSEIN: 


Das ALLEINSEIN ist mit sich ALLEIN, durchmißt sich nach seinem ALLEINSEIN und 
stellt sein ALLEINSEIN fest. 


Das EINE muß zu sich selbst in Beziehung stehen, da es kein Zweites, kathegorial 
Gleiches gibt und nicht das Nichts sein soll. 

Mit dieser Überlegung bietet sich die Chance, Aussagen über innere Strukturen des ALL- 
EINEN zu wagen. 


Die Struktur des EINEN 
Die grundlegenden Eigenschaften des EINEN sind nach Parmenides, daß es 


neben dem EINEN kein Zweites gibt (P1) 
und daß das EINE sich von Nichts unterscheidet (P2). 


Eine direkte Folgerung aus diesen beiden Eigenschaften ist: 

Das EINE steht in Beziehung zu sich selbst 
und äquivalent dazu: 

Das EINE steht in Beziehung zu dem EINEN. 
Der Akt des In-Beziehung-Stehens wird durch das EINE vollzogen, denn es gibt kein 
Zweites, das den Akt des In-Beziehung-Stehens vollziehen könnte. 
Wir können in dem Satz: 
"Das EINE" ‘steht in Beziehung zu’ "dem EINEN" 
nicht zwischen “Subjekt” , “Prädikat” und Objekt‘ unterscheiden, da es nur ein EINES gibt. 
Diese Rückbezüglichkeit, diese Selbstbezüglichkeit des EINEN, die innere Eigenschaft 
des EINEN sein muß, soll griffiger formuliert werden, obwohl es eigentlich dazu kein 
geeignetes Verb gibt, das diese Selbstbezüglichkeit richtig auszudrücken vermag. 
Deswegen wählen wir ein Verb aus, das dem hier beschriebenen nahe kommt: wissen . 
Um diese Beziehung, die eine Rückbeziehung sein muß, mathematisch erfassen zu 
können, benennen wir sie als 
WISSEN SEINER SELBST. 
Wir halten also fest: 
Wesentliche Struktur des ALL-EINEN ist das WISSEN SEINER SELBST. 
Da 
"Das EINE" ‘in Beziehung zu’ "dem EINEN" steht, formulieren wir um zu 
"Das Wissen weiß das Wissen". 
Allerdings muß man sich streng davor hüten, das Verb 'wissen‘ mit Inhalt zu füllen. Es 
soll lediglich helfen, die auftretende Selbstbezüglichkeit besser zu verstehen. 
( Vielleicht könnte auch das Verb "merken" verwendet werden: statt 
"Das Wissen weiß das Wissen" 
könnten man dann formulieren: 
"Das Merken merkt das Merken"). 


Wir sind an einer Stelle angelangt, an der unsere natürliche Sprache an ihre Grenzen 
stößt und es empfiehlt sich mit einer formalen Sprache weiter zu arbeiten. 
Dazu wollen wir an Stelle von "Das Wissen weiß das Wissen" rein formal 


(www) 

schreiben. 

Aus den geforderten Eigenschaften des EINEN haben wir also hergeleitet, daß es als 
(www) 


auftreten kann. 


Halten wir uns nochmal vor Augen, daß (www) für 
"das EINE steht in Beziehung zu dem EINEN" steht. 

Es ist naheliegend, 

das EINE, beschrieben durch (www), 

"steht in Beziehung zu dem EINEN" 

zu erweitern zu 


((www)ww)=(www) 
"Übersetzt" bedeutet das: 
"Das Wissen weiß das Wissen, weiß das Wissen". 


Wobei wieder "wissen" anstelle von "steht in Beziehung zu" benutzt wird, damit der Satz 
nach einigermaßem vernünftigen Deutsch klingt. 
Dieser Prozeß kann natürlich iteriert werden und wir erhalten dann 

(www) 

((www)ww) 

(((www)ww)ww) 


Definition: 

(www) bezeichnen wir als erste Reflexionsstufe, die auch, um "erste Reflexionsstufe" zu 
betonen, als ®' bezeichnet wird. 

((www)ww) als zweite Reflexionstufe , die auch als ®? bezeichnet wird. 


oder iteriert: 
(own) = 0! 


Der Iterierunsprozess erzeugt die natürlichen Zahlen und 

das EINE bleibt dennoch das EINE. 

Die natürlichen Zahlen erscheinen als Klammern, als 
REFLEXIONEN, 

sie sind als Hochzahlen des Symbols erkennbar. 

VIELHEIT gibt es nicht. 

Das „EINE“ bleibt trotz der angegebenen Struktur das „EINE“, 
also: „Wissen, das sich weiss". 


Weitere Thesen: 

Auf dieser Reflexionsstufe wird das EINE durch seine innere Reflexion gekennzeichnet, 
die das EINE sich als das EINE wahrnehmen läßt, aber dabei die Möglichkeit des 
Erkennens der natürlichen Zahlen als einen möglichen Transzendentalschritt in der 
Reflexion des EINEN über sich selbst zuläßt. 


Das wird als eine moderne Beschreibung des EINEN des Parmenides angesehen. 


Gegenüber Parmenides steht aber die Auffassung des Heraklit, dessen 
Seinsbeschreibung zusammengefaßt werden kann als „heraklitscher Logos“, in dem 
„Alles fließt". 


Für Heraklit gibt es nur Bewegung, keine Ruhe. (Picht [1]) 
Diese Auffassung des Heraklit soll in die möglichen Zustände ®” integriert werden. 
Dazu wird folgende Hypothese formuliert: 


In jedem ®"-Zustand sind alle vorkommenden w’s gleichberechtigt, sie stellen 
elementarste Reflexionsstufen dar, die aber niemals allein auftreten, sondern mindestens 
als (www). 


Von Heraklit angeregter Ansatz axiomatisch formuliert: 
(H) Alle w's sind miteinander vertauschbar 


Das ist insofern ein Axiom, als daß wir es nicht von P1 und P2 ableiten können. Wir 
wissen zwar, daß alle ws auf allen Reflexionsstufen gleichberechtigt sind, aber wir sind in 
einem "statischen" Zustand, es gibt keine Dynamik, nur Reflexionen. 


Als direkte Konsequenz von (H) folgt: 

Auf der k-ten Reflexionsstufe existiert als Abbildungsgruppe die Permutationsgruppe über 
2k+1 Elementen, also die Spx+1- 

Ein Element aus dieser Permuationsgruppe entspricht dabei einer Vertauschung der w’s 
auf dieser Reflexionsstufe. 


Setzen wir k=1, als kleinste natürliche Zahl (von 0 verschieden) ein, so steht uns die Sg 


hier als kleinste Permuationsgruppe zur Verfügung. 

Es ist ganz wichtig zu betonen, daß alle sich entwickelnde Begrifflichkeit auf Abbildungen 
verschiedener Stufen des EINEN, des heraklitschen „Logos“, auf sich zurückführen läßt. 
Merkwürdig sind auch die Formulierungen des Anfangs des Johannesevangelium, wenn 
man Luthers Übersetzung "Wort" durch den ursprünglicheren griechischen "Logos" 
ersetzt: 

"Im Anfang war der Logos, und der Logos war bei Gott, und Gott war der Logos. Derselbe 
war im Anfang bei Gott. Alle Dinge sind durch denselben gemacht, und ohne denselben 
ist nichts gemacht, was gemacht ist." (Joh.1.1-3) 


Die mathematischen Formulierungen gestatten, immer die Stufen der Abbildungen 
bewußt zu machen, auf denen sie konstruiert sind. 

Dieser potentielle Prozeß des „Alles fließt“ erzeugt also Permutationen auf den 
verschiedensten Stufen. 


Permutationen als Abbildungen einer endlichen Menge auf sich führen als primäre 
Operationen auf den Gruppenbegriff. 


Besser: „Der Begriff der Gruppenstruktur ist den Eigenheiten der Permutationen 
nachgebildet.“ 
Aus B.l.-Taschenbuch 110/110a Algebra. S.-94- [2] 


Permutationen sind Umordnungen. 

Solche Umordnungen können hintereinander ausgeführt werden. 
(Hintereinanderausführungen werden mengentheoretisch auch als Abbildungen 
aufgefaßt.) 

Damit ist eine Verknüpfung in folgendem Sinn erklärt: 

Werden zwei Permutationen nacheinander ausgeführt, so führt das wieder auf einen 
Umordnungszustand, der auch durch eine andere Permutation direkt erreicht werden 
kann. Diese letzte Permutation nennt man dann das „Produkt“ der beiden anderen 
Permutationen. 

So ist die Verknüpfung zwischen zwei Permutationen als Hintereinanderausführung 
erklärt. 

Da nur Permutationen als Umordnungen vorkommen, ist die Verknüpfung 
„Hintereinanderausführen“ abgeschlossen. 

Permutationen sind eindeutige Abbildungen, damit ist deren Verknüpfung durch 
Hintereinanderausführen assoziativ. 

Eine „Nichtumordnung", die alles an seinem Platz läßt, ist das neutrale Element. 

Zu jeder Permutation gibt es natürlich eine Permutation, die die vorhergehende 
Umordnung rückgängig macht. 

Damit sind alle Axiome, die den Begriff einer Gruppe definieren, erfüllt. 

Durch unsere Konstruktionsweise der Permutationen kann man auch sagen: 

Gruppen werden durch Permutationen definiert. 

Es gilt sogar noch weiter: 

Jede endliche Gruppe kann durch eine Gruppe von Permutationen dargestellt werden. 
( Das ist ein allgemeiner Satz der Gruppentheorie ). 


Durch unseren philosophischen Einstieg in das Thema kann also der Gruppenbegriff als 
ein innerer Begriff 

der Dynamik des EINEN 

aufgefaßt werden. 


In unserer Auffassung des ALL-EINEN ermöglichen die Gebilde ®” natürliche Zahlen n. 
Damit verbleiben mögliche Folgerungen zunächst im Endlichen. 

Es stehen uns so natürliche Zahlen und nach dem Vorhergesagten Permutationsgruppen 
zur Beschreibung zur Verfügung. 


Es soll jetzt gezeigt werden, daß auf dem Abbildungsgedanken Ringe und algebraische 
Körper aufgebaut werden können, die aber zunächst nur endliche Ringe und endliche 
Körper, sogenannte Galoisfelder, umfassen. 

Das Überraschende an den Untersuchungen wird sein, daß die Konstruktion von Raum 
und Zeit einschließlich der Gültigkeit der Lorentztransformation für gewisse endliche 
Ringe und Galoisfelder möglich ist. Bei diesen Konstruktionen folgen wir dem Weg, den 
Walter Benz in seinem Buch: „Vorlesungen über Geometrie der Algebren“ vorschlägt. 
(Grundlehren der mathematischen Wissenschaften in Einzeldarstellungen, Band 197, 
Springer Verlag 1973) [3]. 

Benz zeigt mit seiner Methode aber die Existenz der Lorentztransformation nur über dem 
Körper der Reellen Zahlen, nicht über Galoisfeldern. 

Neu hinzufügen werden wir Definitionen von CosinusHyperbolicus, SinusHyperbolicus, 
TangensHyperbolicus über (endlichen) Galoisfeldern, die uns nicht bekannt waren. 
Dadurch kann eine Lorentztransformation in einem Vektorraum über einem Galoisfeld als 
eine hyperbolische Drehung aufgefaßt werden, wie das sonst auch üblich ist. 
Überraschend an diesem Verfahren ist eine mögliche philosophische Verankerung in dem 
Begriff des ALL-EINEN, die Konstruktion mathematischer Grundbegriffe wie Gruppe, Ring 
und endliche algebraische Körper aus dem Abbildungsbegriff über dem EINEN. Noch 
überraschender ist die einfache Verschränkung von Raum und Zeit, die nach unserer 
Auffassung die einfachst mögliche ist, die einen Ringbegriff zuläßt, durch dessen 
Nichtregularitätsbereich die Eigenart der konstanten Lichtgeschwindigkeit zu erfassen 
gestattet. 


Jede Permutationsgruppe enthält auch abelsche Untergruppen. 

Im B.l.-Taschenbuch 110/110a „Algebra“ [2] wird im $10 ab S.-91- gezeigt, daß die 
Endomorphismen (s.u.) einer additive geschriebenen abelschen Gruppe einen Ring 
definieren. 

Der Ringbegriff ist damit kein von außen aufgeprägter Begriff, denn die Endomorphismen 
sind weiterführende Abbildungen. 


Ein algebraischer Zahlkörper ist ein Ring, dessen Regularitätsbereich alle Ringelemente 
außer der Null umfassen. 

Wegen der philosophischen Wichtigkeit dieser Erkenntnis, der Erzeugung von Ringen 
durch spezielle Abbildungen über einer abelschen Gruppe, soll dieser Prozeß hier gezeigt 
werden: 


Endomorphismen sind homomorphe Abbildungen einer Gruppe in sich. 

Homomorphe Abbildungen einer Gruppe in sich sind strukturerhaltende Abbildungen in 
folgenden Sinne: 

Alle Abbildungen y einer Gruppe G in sich, für die gilt: y[a+b] = p[a] + y[b], werden 


homomorphe Abbildungen genannt. In diesem Fall ist natürlich vorausgesetzt, daß die 
Gruppenverknüpfung additiv geschrieben wird. Wird die Gruppenverknüpfung 
multiplikativ geschrieben, so lautet die Homomorphiebedingung: gla b] = fa] y[b] 
Endomorphismenringe können nur über abelschen Gruppen konstruiert werden. 
Solche Endomorphismen kann man auf zwei Weisen miteinander verknüpfen. 
Einmal additiv, dann bilden diese Endomorphismen eine additive, abelsche Gruppe: 
Sind zwei Endomorphismen g1 und y2 gegeben, so definiert man deren Summe y1+¢2 
durch folgende Gleichung (p1+¢2)[a] = p1[a]+42[a]. 
Zur Erinnerung, die abelsche Gruppe, aus der ein Ring konstruiert werden soll, wird mit 
additiver Verknüpfung geschrieben. 
Da die Abbildungen 9 homomorphe Abbildungen der Gruppe G in sich sind, ist 
1[a]+y2[a] ein Element der Gruppe G, das eindeutig bestimmt ist. Das Assoziativgesetz 
ist erfüllt, da G eine Gruppe ist. Ist y0 der Endomorphismus, der alle Elemente von G auf 
das neutrale Element 0 abbildet, so ist dieser Endomorphismus das neutrale Element der 
additiven Verknüpfung der Abbildungen. Ist y ein Endomorphismus, so ist der 
Endomorphismus gesucht, der zu diesem ya das inverse Element bildet. Das ist aber 
gerade der Endomorphismus inve, der jedes Element a von G auf -ga[a] abbildet. Da G 
eine Gruppe ist, existiert -pa[a]. 
Da G außerdem abelsch ist, wird die Homomorphiebedingung erfüllt: 
yinval[a+b] = - yala+b] = -(pa[a]+ yalb]) = -pala] - yalb] =y invefa] + pinvelb] . 
Die Bedingung abelsch für die Gruppe G ist wesentlich. Wäre sie nichtabelsch, dann wäre 
das inverse Element von (pla]+p[b]) gleich ( -plbl)+(-ylal) und die 
Homomorphiebedingung pinve[a+b] = pinve[a] + yinva[b] könnte nicht erfüllt werden. 
Somit bilden die Endomorphismen bezüglich dieser Addition eine Gruppe, die sogar 
abelsch ist, da G als abelsch vorausgesetzt war und alle endomorphen Bilder Elemente 
von G sind, die vertauschbar sind. 
Die zweite Verknüpfung der Endomorphismen wird die Hintereinanderausführung von 
zwei Endomorphismen sein: 

g1p2[a]=91[p2[a]] 
Eine solche Abbildung muß wieder ein Endomophismus sein. Es gilt natürlich 
yilp2la+b] = y1 [y2[a]+p2[b]] = Pilr2lall+p1lr2[bl] = (v1r2lal) + (#1 y2[b]). 
Damit ist die Homomorphiebedingung erfüllt. 
Diese (als multiplikativ empfundene) Verknüpfung ø1¢2 ist assoziativ, da sie durch 
Hintereinanderausführung eindeutiger Abbildungen entsteht. 
Wie man am Nachweis der Homomorphiebedingung sieht, können Abbildungen durch 
Verbindungen von additiver und multiplikativer Verknüpfung erscheinen. 
Das läßt die Gültigkeit zweier Distributivgesetze vermuten, die auch durch Einsetzen 
bestätigt werden können: 
(1) y (p1+42) = (4 p1) + (Y 91) 
(2)  (y1+42) y = (y1 ẹ) + (Y2 p) 


Zur Vermeidung von zu vielen Klammern wird auch hier vereinbart: „Punktrechnung geht 
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vor Strichrechnung“. Dadurch werden Klammern gespart und die Distributivgesetze 
werden geschrieben: 

a) y (p1+p2) =Y p1 +y g2 

(2) (Wi4y2)p =Y1 p+y2 y 

Eine solche Doppelstruktur von Endomorphismen definiert eine „Ringstruktur“. 


Es soll noch einmal betont werden, daß es sehr wichtig erscheint, daß die 
aufscheinenden Strukturen allein aus einer systematischen Anwendung von Abbildungen 
auf der Struktur des EINEN gebildet wurden. Daß an die Abbildungen einfache 
einschränkende Bedingungen geknüpft wurden, wie zum Beispiel die 
Homomorphiebedingung, ist notwendig, um zu weiterführenden Begriffen wie z.B. der 
Ringstruktur zu kommen. 

Ringstrukturen werden im Weiteren eine wesentliche Rolle spielen, um die 
Lorentztransformationen aufzubauen. 

Es soll ein mehrdimensionaler Raum konstruiert werden, der ein Vektorraum sein soll. 
Dazu müssen Zahlen als Koeffizienten bereit stehen, die nicht nur eine Ringstruktur 
aufweisen, sondern die außerdem einen algebraischen Körper bilden. Eine Ringstruktur 
bildet einen Schiefkörper, falls die Elemente ohne das neutralen Element der Addition, 
das normalerweise als 0 bezeichnet wird, eine Gruppe bezüglich der Multiplikation bilden. 
Ist diese Gruppe abelsch, so liegt ein algebraischer Körper vor. Hat dieser nur endlich 
viele Elemente, heißt er auch Galoisfeld. Ein Galoisfeld ist immer abelsch ( Van der 
Waerden: Algebra, S.-128-ff [4]) 

Nun zurück zu den Permutationen, gebildet durch Vertauschungen einzelner „w“ in der 
Grundstruktur. Der einfachst mögliche Fall wird durch die Vertauschungen in (www) 
beschrieben: 


Diese möglichen Vertauschungen führen auf die symmetrische Gruppe S3, die aus 6 


Elementen besteht. Die bisherigen ausführlichen Beschreibungen sollten die 
Philosophische Begründung der Entstehung von Gruppenstruktur, Ringstruktur und 
Galoisfeldern erläutern. 


Am Beispiel der Gruppe Ca soll erläutert werden, wie die Endomorphismen nicht nur 
einen Ring, sondern sogar einen algebraischen Körper, ein Galoisfeld GF[3], bilden. 
In der nichtabelschen Gruppe Sg existiert die zyklische Gruppe C3 der Ordnung 3 als 


Normalteiler. Eine zyklische Gruppe besteht aus allen Potenzen eines erzeugenden 
Elementes, das oft auch primitiv genannt wird, wenn die Verknüpfung multiplikativ 
geschrieben wird. Bei endlichen Gruppen gibt es dann natürlich nur endlich viele 
voneinander verschiedene Potenzen und zwar genau so viele, wie die Gruppe Elemente 
enthält. 


Diese Gruppe C3 oder allgemein eine zyklische Gruppe der Ordnung p soll ausgewählt 
werden, um ein Galoisfeld zu konstruieren. 
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Die zyklische Gruppe Cg ist eine Untergruppe der Permutationsgruppe S3. 

Eine zyklische Gruppe Cp der Ordnung n ist immer Untergruppe einer 
Permutationsgruppe Sp. 

Da die Permutationsgruppen Sp als Abbildungsgruppe potentiell zur Verfügung stehen, 


gilt das Gleiche für zyklische Gruppen Cp. Dabei kann die natürliche Zahl n auch eine 


Primzahl p sein. 

Weiter kann man die Erkenntnis der Mathematik verwenden, daß zyklische Gruppen von 
einer Primzahlordnung p alle zueinander isomorph sind. 

Isomorphie bedeutet umgangssprachlich, daß die Guppen dann bis auf die Bezeichnung 
die gleiche Struktur haben, also strukturerhaltend eineindeutig aufeinander abgebildet 
werden können. 

Isomorphe Abbildungen sind eineindeutige homomorphe Abbildungen einer 
algebraischen Struktur auf sich. 

In diesem Sinne gibt es zur zyklischen Gruppe der Ordnung 3 nur eine Struktur. 

Die Konstruktion eines Ringes, der sich als ein Galoisfeld der Ordnung 3 herausstellen 


wird, also ein endlicher algebraischer Körper, soll am Beispiel der zyklischen Gruppe C3 


aufgeschrieben werden. 
Das Konstruktionsverfahren bleibt bei der Wahl einer zyklischen Gruppe der Ordnung p 
völlig gleich. 


Zunächst kann die Gruppe C3 additiv geschrieben werden, 


Wird die Verknüpfung einer Gruppe additiv geschrieben, so wird traditionell das neutrale 
Element der Gruppe mit 0 bezeichnet. 

Dann kann man die beiden anderen Elemente mit 1 und 2 bezeichnen. 

Der Endomorphismenring dieser Gruppe wird ein Galoisfeld sein, das mit GF[3] 
bezeichnet wird: 

Alle Abbildungen von Cg in die C3 ‚für die gilt: Y[a+b]= yla]+ p[b], werden homomorphe 
Abbildungen genannt.(s.o.) 

Die Abbildungen, die die Homomorphiebedingung erfüllen, sind: 

g0: 0,1,2 > 0 

1: 0>0;121;2>2 

92: 0>0;1>2; 21 


Diese homomorphen Abbildungen sind Abbildungen von C3 in C3, also Endomorphismen. 


Werden diese Endomorphismen additiv verknüpft, wie das oben definiert wurde: 
(p1+p2)[a] = py1la]+p2[a], so erkennt man die folgende Verknüpfungstafel, wenn statt y0 
nur 0,statt y1 nur 1, statt 2 nur 2 geschrieben wird. 
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o1ı2 
Die Verknüpfungstafel wird durch (Tabelle1) | 120 l dargestellt. 

201 
Die Verknüpfungstafel ist folgendermaßen zu lesen: in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte 
steht das Element i+j. 
Es gibt nur 3 Endomorphismen: 40, der alle Gruppenelemte auf die Null abbildet, p1 die 
identische Abbildung, die jedes Element auf sich selbst abbildet und den 
Endomorphismus 92, der die 0 auf die 0 abbildet, die 1 auf die 2 und die 2 auf die 1 
abbildet. 
Da es hier nur 3 Endomorphismen gibt, stimmt die entsprechende additive Struktur mit 


der Gruppenstruktur der C3 überein und wir können die Gruppentafel einfach 


übernehmen, wie sie geschrieben würde, wenn die Elemente mit 0;1;2 bezeichnet 
werden und die Verknüpfung additiv geschrieben wird. 

Eine neue Struktur ergibt sich, wenn man als neue Verknüpfung die 
Hintereinanderausführung von zwei solchen Abbildungen definiert. 

Dadurch, daß y0 jedes Element auf die 0 abbildet und y1 die identische Abbildung ist, 
können wir als Multiplikationstabelle schreiben ( ‚wenn wieder statt gi nur i geschrieben 
wird). Die Homorphiebedingung erzwingt dann p2 p2[a]=p1l[a]. 


000 
(Tabelle2) | 012 l 

0 2 1 
Diese Verknüpfungstabelle ist keine Gruppentafel mehr, denn sie enthält in der 1. Zeile 
und der 1. Spalte nur jeweils das Element 0. Das wird typisch sein für alle auf diese 
Weise konstruierten Multiplikationstabellen. Streicht man aber die 1. Zeile und die 1. 
Spalte, so bleibt eine Gruppentafel, die der multiplikativ geschriebenen C2 entspricht, 
übrig. 
Damit ist ein algebraischer Körper, das Galoisfeld GF[3], wie oben erwähnt, als 
Endomorphismenring konstruiert. 
Aus jeder zyklischen Gruppe von Primzahlordnung p kann auf diese Weise ein Galoisfeld 


GF[p] konstruiert werden. In jeder symmetrischen Gruppe Sp ist auf jeden Fall eine 
zyklische Gruppe der Ordnung n enthalten. 


Die Konstruktion zeigt sich auch unter philosophischem Gesichtspunkt als sehr 
interessant, da man sehr gut erkennen kann, wie ein formaler Transzendentalschritt neue, 
vorher nicht vorhandene Elemente aufbauen kann, wobei wieder nur der 
Abbildungsbegriff verwendet wird. 


Aus der zyklischen Gruppe C3, die multiplikativ geschrieben wird, wird jetzt der 


„Gruppenring“ konstruiert, der der Vektorraum über dieser Gruppe und einem Galoisfeld 
als Koeffizientenkörper ist. 
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Um die Gruppenelemente der zyklischen Gruppe C3 von den Körperelementen 
unterscheiden zu können, die zusammen einen Vektorraum bilden sollen, müssen sie 
unterschiedlich bezeichnet werden. Für die Gruppenelemente haben wir die Bezeichnung 
pl1]; pl2] und p[3] gewählt. Diese Bezeichnung soll an „Permutationen“ erinnern. Die 
Körperelemente werden wie üblich als Zahlen bezeichnet. Für das Galoisfeld GF[3] 
ergeben sich die Zahlen 0;1;2. Für GF[5] die Zahlen 0;1;2;3;4. Allgemein sollen für 
Körperelemente eines beliebigen algebraischen Körpers griechische Buchstaben a, £, 
Y,... verwendet werden. Wichtig für die weiteren Untersuchungen ist, daß nach einem 
allgemeinen Satz in jedem Galoisfeld GF[p"] die Elemente ungleich O eine zyklische 
Gruppe der Ordnung pN-1 bilden ([4], Van der Waerden, Algebra |) 

Im Gruppenring der C3 sind die Elemente der Gruppe p[1], p[2], p[3] linear unabhängige 
Elemente des Vektorraumes. Ein allgemeiner Vektor des Vektorraumes hat dann die 
Form «apl1] +£ p[2] + y p[3]. 

Die Elemente p[1], p[2], p[3] sind die Elemente der zyklischen Gruppe C3, die multiplikativ 
geschrieben wird. Damit sind Produkte mit diesen Elementen erklärt. 

Die Gruppe C3 wurde nur für die Konstruktion des Galoisfeldes GF[3] additiv 
geschrieben, für die Konstruktion des Gruppenringes ist das nicht sinnvoll. Hier ist zu 
erkennen, daß bei der Behandlung deutlich zwischen den einzelnen Konstruktionsstufen 
und Reflexionsstufen unterschieden werden muß. 

Da jetzt echte Produkte von Vektoren in diesem Vektorraum erklärt sind, die wieder 
Vektoren sind, ist dieser Vektorraum eine „Algebra“. 

Diese Algebra als Vektorraum, in dem die Vektoren miteinander multipliziert werden 
können, ist der weiterführende Schlüssel des Darstellungsproblems, mit dem später 
weitergearbeitet werden wird. 

Ein eindimensionaler Untervektorraum kann als die Menge der Vektoren « p[i] 
dargestellt werden, wobei die algebraischen Körperelemente aus einem GF[p"] , also 
aus einem endlichen algebraischen Körper sind. 


Für eine sehr große Menge von Galoisfeldern kann von uns gezeigt werden, daß in dem 
zu konstruierenden Vektorraum die Lorentztransformation und die Bewegungsgesetze der 
speziellen Relativitätstheorie gelten. Allgemein gibt es zu jeder Primzahl p und jeder 
natürlichen Zahl n eine Klasse von zueinander isomorphen Galoisfeldern mit der Ordnung 


p” ‚Aber nur für Primzahlen der Struktur p-4m+3 und n ungerade kann gezeigt werden, 


daß die Lorentztranstransformationen in dem zu konstruierenden Raum-Zeit-Vektorraum 
vorhanden sind und die Bewegungsgesetze der spezielle Relativitätstheorie Einsteins 
gültig sein können. 

Es wird noch einmal darauf hingewiesen, daß dies eine theoretische Abhandlung ist, in 
der nicht entschieden werden kann, welcher algebraische Körper verwendet werden muß, 
um die für die in der Physik geltenden Zahlenwerte zu beschreiben. 
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Benz [3] zeigt in seinem Buch, wie die Lorentztransformation über dem reellen 
Zahlenkörper algebraisch konstruiert werden kann. 
Für einen endlichen Zahlenkörper führt er den Beweis nicht. 

Eine Definition für die Funktionen Coshyperbolicus, Sinhyperbolicus oder 
Tanhyperbolicus ist in seinem Buch für endliche Körper nicht zu finden. Das wurde von 
uns nachgeholt, damit die Lorentztransformationen auch über Galoisfeldern deutlich als 
hyperbolische Drehungen erkennbar sind. 


Durchläuft æ die Elemente des gewählten algebraischen Körpers, so durchläuft œ p[1] die 
eindimensionalen Vektorraumelemente, diese stellen dann einen eindimensionalen 
Vektorunterraum dar. (Es gilt als allgemeiner Satz, daß in jedem Vektorraum der 
Dimension n, zu jeder natürlichen Zahl k kleiner als n ein Vektorunterraum der Dimension 
k existiert. ) 


Die Gruppe der Abbildungen von (www) auf sich ist die symmetrische Gruppe Sg , die die 
Ordnung 6 hat und die kleinste nichtkommutative Gruppe ist. Sie definiert einen 
Gruppenring der Dimension 6. 

Nach der Darstellungstheorie [5], [11] zerfällt dieser 6-dimensionale Raum in zwei 
irreduzible Räume der Dimension 2 und in zwei Räume der Dimension 1. 

In diesem 6-dimensionalen Raum wird ein 4-dimensionaler Raum gefunden, dem nach 
orthogonalen und pseudoorthogolen Koordinatentransformationen eine Struktur 

{c t, x, y, z} zugeordnet werden kann. 


Der Gruppenring erzeugt einerseits einen Vektorraum der Dimension von der Ordnung 
der Gruppe. Andererseits ist jeder Gruppenring einer endlichen Gruppe halbeinfach, 
seine Darstellungen zerfallen also in irreduzible Darstellungen. Bei der 
Permutationsgruppe Sg sind die irreduziblen Darstellungen vom Grad 1,1 und 2. 


Die Darstellung von Grad 2 ist treu. 
Die beiden Darstellungen von Grad 1 sind einmal die triviale Darstellung, die alle 
Gruppenelemente auf die 1 abbildet. Damit wird jedes Gruppenringelement Z® ali] pti 


auf die Summe 2 ® afi] abgebildet. 
Die zweite Darstellung vom Grad 1 wird durch die homomorphe Abbildung von Sg auf die 


Faktorgruppe S} /A , die eine zyklische Gruppe der Ordnung 2 ist, vermittelt, damit 
werden die Elemente der S, auf die Menge {1,-1} abgebildet. 


Die treue Darstellung der Sg erzeugt einen Vektorraum der Dimension 2, der in der 


regulären Darstelllung zweimal vorkommt, aber jedesmal als eigenständiger Raum.. So 
wird ein vierdimensionaler Unterraum des sechsdimensionalen regulären Vektorraumes 
erzeugt. 


Diese Art der philosophischen Entwicklung ist konsequenter und einfacher, aber noch 


einmal eine Stufe abstrakter und mit dem Problem der „Darstellungen von 
Gruppenringen“ belastet, die erarbeitet werden müßte. Der mathematische Weg der 
Darstellung von symmetrischen Gruppen wird hier nicht erklärt. Die Methode kann in dem 
Buch von Boerner, "Darstellungen von Gruppen" [5] nachgelesen werden. In diesem Text 
werden einfach nur gefundene Darstellungen von Sg und S4 verwendet. Es wird aber 


auch hier darauf hingewiesen, daß Darstellungen einer Gruppe Abbildungen sind und 
somit unserem Konzept durch Abbildungen zu weiterführenden Begriffen zu kommen 
genügen. 


Unter Vermeidung der Herleitung der Darstellungstheorie für symmetrische Gruppen Sp 


gehen wir also zunächst nach dem Gesagten von dem 2-dimensionalen Vektorraum 
æ p[1] + 8 p[2] aus, dessen Koordinaten als {x , c t } geschrieben werden. 


Es muß aber dringend darauf hingewiesen werden, daß diese spezielle Schreibweise 
eigentlich erst nach der Konstruktion der regulären Darstellung der Gruppe S; über einem 
zugelassenen Galoisfeld GF[p"] und der Einführung und Durchführung der orthogonalen 
und pseudoorthogonalen Transformationen des Koordinatensystems zu rechtfertigen ist. 


Zuerst soll der Weg, den Benz [3] für dem reellen Zahlkörper vorgeschlagen hat, für 
Galoisfelder nachvollzogen werden. 

Die reguläre Darstellung ist aus didaktischen Gründen erst später im Text 
aufgeschrieben. 

Die „räumliche“ Koordinaten ct definiert Zeit. Zur philosophischen Problematik des 
Zeitbegriffes wird am Ende dieses Textes ausführlich eingegangen. 

Hier soll zunächst der Weg zur Erkenntnis der Bewegungsgleichungen der speziellen 
Relativitätstheorie verfolgt werden. 

Dabei ist c ein konstanter Faktor aus dem algebraischen Körper, einem Galoisfeld, wie 
auch t und x Elemente aus dem algebraischen Körper sind. 

Hier ergibt sich natürlich das Problem, einen solchen algebraischen Körper als Zahlen zu 
wählen, daß die Lichtgeschwindigkeit c der Physik sich ergeben kann. 

Wir können nicht entscheiden, welcher algebraische Körper als Koeffizientenkörper des 
Vektorraumes gewählt werden muß, damit die physikalischen Konstanten sich richtig 
ergeben. 


Es wird gemäß Benz [3] vorgeschlagen, die Begriffe Zeit und Raum in ihrer Definition als 
miteinander einfach verschränkt aufzubauen. 

Die Elemente des zweidimensionaler Vektorraum mit den Koordinaten {x , ct} werden 
als „Weltpunkte“ oder „Ereignispunkte“ definiert. 

Durch eine eineindeutige Abbildung kann man von den Koordinaten {x,ct} zu den 
Koordinaten {x , t} übergehen. Das soll aber nur als Möglichkeit angegeben werden. In 
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unseren folgenden Überlegungen werden wir bei den Koordinaten {x,ct} bleiben. 
Dieser neue zweidimensionale Vektorraum, dessen Koordinaten durch {x,c t} 
dargestellt werden, soll nicht nur ein affiner Raum sein, sondern in ihm soll ein Abstand 
zweier Ereignispunkte eingeführt werden. 


Dieser Abstand kann aber nicht der übliche, euklidische Abstand (x1-x2)2 + (y1-y2)2 sein, 


wenn die Koordinaten mit {x1,y1} und {x2,y2} bezeichnet werden. 

Statt dessen wird, wie Minkowski schon 1908 vorgeschlagen hatte, als nichteuklidischer 
Abstand (x1-x2)2 - (y1-y2)2 gewählt. 

Dadurch wird eine neue Metrik bestimmt und die ganze zugehörige Geometrie sieht ganz 
anders aus. 

Die Entwicklung dieser Geometrie wird dem Buch 

Walter Benz: „Vorlesungen über Geometrie der Algebren“, Springer Verlag 1973 [3] 
entnommen. 


Der gewählte 2-dimensionale Vektorraum soll möglichst einfach zu einer Algebra erweitert 
werden, die sich aber vom Gruppenring unterscheiden wird. 


Das Verfahren wird dem bei der Konstruktion der komplexen Zahlen in einem 
2-dimensionalen Vektorraum über dem Körper der reellen Zahlen entsprechen. Die 
Koordinaten der Vektoren eines 2-dimensionalen Vektorraums werden als komplexe 
Zahlen aufgefaßt. Damit man mit diesen Zahlen auch geeignet multiplizieren kann, muß 
dies entsprechend definiert werden. 
Werden die Vektoren dieses 2-dimensionalen Vektorraumes wie oft üblich mit { x, y } 
bezeichnet, so ist die entsprechende Definition für die komplexe Multiplikation: 
{x1, y1 }*{x2, y2 }={x1 x2 -y1 y2, x1 y2 +x2y1} 
Sehr oft wird gefragt, warum werde diese Definition gerade so gewählt. 
Die Antwort ist meist vom Ziel her geprägt, die zugehörige Algebra sei dann halt ein 
algebraischer Körper, der außerdem das Gewünschte, nämlich die Wurzel aus ( -1 ) 
enthalte. 
Ganz ähnlich verfahren wir jetzt in unserem Fall, dem 2-dimemsionalen Vektorraum mit 
den Koordinaten {x , ct}. 
Die Definition für die Multiplikation wird, wenn die Koordinaten mit { x1, y1 },{ x2, y2 } 
bezeichnet werden, sein: 

(1) {x1, y1 ¥{x2, y2} ={x1 x2 +y1 y2, x1 y2 +x2y1} 
Das sieht ganz entsprechend aus, wirkt durch das „Plus“zeichen sogar einfacher. 
Benz nennt einen zweidimensionalen Vektorraum, in dem die durch die Definition (1) 
gegebene Multipliktion gilt, als Zahlenmenge „anormal-komplexe" Zahlen. 
Es scheint sogar so zu sein, daß dies die einfachst mögliche echte Verschränkung von 
zwei 2-dimensionalen Vektoren ist. 


Jetzt kann man einwenden, daß die von Benz vorgeschlagenen Verknüpfung (1) recht 
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willkürlich gewählt sei. Wir können aber zeigen, daß diese Verknüpfung als Antwort auf 
eine einfache Frage aufgefaßt werden kann: 


Um zu zeigen, daß "alles aus dem EINEN kommt", dem "Logos" nach Heraklit, soll auch 
die Verknüpfungsdefinition, die im 2-dimensionalen Vektorraum durch die Definition (1) 
auf einen Ring L führt, noch einmal konstruktiv hinterfragt werden. 

Wir gehen also von einem 2-dimensionalen Vektorraum über einem Körper K aus, der 
aus Abbildungen gemäß Darstellluingen von Gruppen konstruiert wurde. Die 
Komponenten der Vektoren {x,y} werden aus einem Galoisfeld entnommen und der 
Multiplikationsbereich, mit dem die Vektoren multipliziert werden können, wird auch durch 
das Galoisfeld definiert. Das Galoisfeld habe die Ordnung gz, wie die Anzahl der 


Elemente genannt wird, und für gz soll gelten gz=p" . (gz als „Galoiszahl“, als Abkürzung 


für die Anzahl der Elemente im Körper, damit nicht immer die Potenz geschrieben werden 
muß). Dabei muß p eine Primzahl sein und n eine natürliche Zahl. Nach einem 
allgemeinen Satz der Algebra, sind alle Galoisfelder gleicher Ordnung (gleicher Anzahl 
der Elemente) zueinander isomorph (Van der Waerden, Algebra | S.-129-[4]). Und 
außerdem ist die multiplikative Gruppe der Elemente ungleich 0 eine zyklische Gruppe. 
(siehe ebenfalls [4]) 

Es wird sich aber herausstellen, daß wir nur mit Primzahlen der Form p=4m+3 und 
ungeraden Zahlen n unser Ziel, die Lorentztransformationen zu konstruieren, erreichen 
können. 

Die Beschränkung auf endliche Körper hat philosophische Gründe, außerdem hat Benz 
für den Körper der reellen Zahlen explizit gezeigt, daß die Lorentztransformationen in 
einem solchen Vektorraum mit der Verknüpfung (1) enthalten sind. Für endliche Körper 
bereitet er die entsprechende Konstruktion vor, führt sie aber nicht explizit durch. 

Um die notwendigen, einführenden mathematische Begriffsbildungen nicht zu sehr zu 
belasten, verzichten wir auf die geschlossenere projektive Methode, die Benz einheitlich 
anwendet. Es soll aber an dieser Stelle deutlich darauf hingewiesen werden, daß die 
projektive Methode aus philosophischen Gründen eleganter und treffender ist. Sie wird 
aber aus didaktischen Gründen unterdrückt, wie die oben genannte „Darstellungstheorie" 
von Gruppenringen. 


Wir haben vor, die Struktur des 2-dimensionalen Vektorraums mittels Abbildungen zu 
untersuchen. 

Lineare Abbildungen können durch Matrizen beschrieben werden. 

Besser gesagt, Matrizen sind formale Abkürzungen für lineare Abbildungen von Vektoren. 
Matrizenmultiplikation führt Vektoren wieder in Vektoren über. 


Die Matrizenrechnung ist also aus dem Umgang mit linearen Abbildungen 
hervorgegangen. 

Lineare Abbildungen sind einfache Abbildungen. 

Im Allgemeinen wird nach Mengen von Matrizen gesucht, die eine multiplikative Gruppe 
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bilden. 

Eine solche Gruppe geht durch das Hintereinanderausführen von linearen Abbildungen 
hervor. 

Eine wesentliche Forderung der Gruppe ist die Existenz der inversen Elemente, die bei 
den Matrizen durch die Determinante entschieden wird, die von 0 verschieden sein muß. 
Matrizen, deren Determinante 0 ist, können in Gruppen nicht vorkommen. 


Normalerweise werden Vektorräume mit Abbildungen untersucht, die eine Gruppe bilden. 


Matrizen mit einer Determinante 0 werden als singuläre Matrizen nicht betrachtet. 

Um die Struktur der Punktmenge des Vektorraumes unter bestimmten Abbildungen zu 
erkennen, betrachten wir die Menge aller Abbildungsmatrizen vom Grade 2, deren 
Elemente aus dem Galoisfeld genommen sind: 


ab 
m={( a) |a 2 ea ex} 
Diese Menge enthält gz4 Matrizen und die Anzahl der nichtsingulären Matrizen mit von 0 


verschiedener Determinate beträgt (gz2 - 1) (gz2 - gz). Nach Alperin,Bell: „Groups and 


Representations" S.-41-[9] 
Bezüglich der Matrizenmultiplikation bildet die Menge aller nichtsingulären Matrizen eine 


Gruppe, die volle lineare Gruppe, wir nennen sie Mg. Wir suchen jetzt durch geeignete 
Fragestellungen Untergruppen dieser vollen linearen Gruppe. 

Um eine Untergruppe von MG zu erhalten, suchen wir alle Matrizen X aus Mc, die der 
Matrizengleichung XAXI =A genügen. Dabei verwenden wir als Matrix A die 
einfachste singuläre Matrix 

A= (3 3 ) wobei a + 0 sei. 


Wir stellen also die Frage, welche Matrizen X erfüllen die Gleichung XAX“ = A. 
Merkwürdigerweise erhält man auf diese Frage eine vernünftige Antwort. 

Die Menge der Matrizen A besteht aus Matrizen, deren Determinate 0 ist. Sie kommen in 
keiner Gruppe vor. Sie bilden aber ein Ideal im Ring L1 spezieller Matrizen . 

Eine einfache Matrizenrechnung führt auf die überraschende Antwort: 


x 
Die Matrizen X müssen die Form X = ( y 2) wobei x®-y? #0 sein muß, haben. 


Diese Matrizen bilden eine Untergruppe von Mg 


Wei, a 


Natürlich enthält diese Gruppe My nur Matrizen, deren Determinante von 0 verschieden 


x yek} 


ist. 
Die Antwort kann man noch erweitern: 


a -a 
Ist A eine Matrix der Form ( 4a ) 
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so hat diese auch die Determinante 0, zu ihr existiert auch keine inverse Matrix. 


Stellt man jetzt dieselbe Frage: Für welche Matrizen X ist die transformierte Matrix X-A1-X 
-1 wieder die ursprüngliche Matrix A1? 


Die entsprechende Rechnung führt auf dieselbe Antwort wie oben: 
Die Matrizen X mit x = ( s = ) ‚ wobei x? -y? #0 tun auch das. 


Wendet man jetzt eine Abbildung mit der Matrix ( er z ) auf einen Vektor {x1,y1} an, 
so erhält man einen Vektor {x1x2+y1y2,x2y1+x1y2}. 


Das kommt bekannt vor, denn so war in (1) die Verknüpfung definiert. 
Alle Matrizen der Form ( = hi ) ‚wo x und y Elemente aus dem Galoisfeld sind, bilden 


einen Ring L1, denn jetzt sind auch die Matrizen, deren Determinate 0 ist, enthalten, also 
auch die Matrizen der Form A oder der Form A1. Man kann jetzt zeigen, daß dieser Ring 
L1 isomorph zum Ring L der anormal-komplexen Zahlen ist. 


Dazu wird jeder Matrix * Y) die Zahl {x,y} eineindeutig zugeordnet. 
y x 


Entsprechend den Rechnungen oben erkennt man sofort, daß der Summe von solchen 
Matrizen eineindeutig die Summe von den zugeordneten Zahlen entspricht. Genauso 
entspricht dem Produkt von solchen Matrixen eineindeutig das Produkt der zugeordneten 
Zahlen. Dadurch ist die Isomorphie bewiesen. ( Auf diese Isomorphie hat Benz schon bei 
seiner Definition der anormal-komplexen Zahlen hingewiesen. S.-44-[3] ) 

Wenn wir jetzt vom Ring L der anormal-komplexen Zahlen sprechen, wissen wir, daß er 
allein durch Abbildungen entstanden gedacht werden kann. Die entsprechende 
Redeweise vom Ring L der anormal-komplexen Zahlen enthält dann eine eindeutige 
Anweisung, die entsprechenden konstruktiven Abbildungen aus dem „Logos“ zu 
konstruieren. Der Bauplan ist dann stufenweise zurückverfolgbar. 


Unser Ziel ist es, die Struktur der isomorphen Ringe L1 und L aufzuklären. Denn bis jetzt 
wissen wir nur, daß sie Ringstruktur haben. Weitere Struktureigenschaften sind noch 
verborgen. Wegen der Isomorphie der beiden Ringe ist es unserem freien Willen 
überlassen, in welchem der beiden Ringe wir die Strukturuntersuchungen durchführen, 
die Ergebnisse sind äquivalent auf den anderen Ring übertragbar. Natürlich ist es 
umgekehrt, die Isomorphie der beiden Ringe ermöglicht hier eine Entscheidung des freien 
Willens, so ist angedeutet, wie „freiheitliches“ Denken entstehen könnte. 


Der Ring L1 enthält auch Matrizen, deren Determinante 0 ist. 
Das sind die Matrizen der Form A oder der Form A1. 


Die Matrizen mit Determinante ungleich 0 bilden die Gruppe My - 
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Wir suchen jetzt Untergruppen von My . 
Die Matrizengleichung A'X =A mit XeMy wird von allen Matrizen der Form 


x IR) mitx t und xe GFigz] erfüllt 
Ep x) mit x# $ un x e GF[gz] erfüllt. 
Das sind (gz-1) Matrizen mit der Determinante D= £ -(1-2x+xX)=2x-1. 


Setzen wir 2x-1 = kÏ , wobei k ein erzeugendes Element der multiplikativen Gruppe KX des 


Galoisfeldes ist, so erhalten wir für die Untergruppe Myy von My : 


4 (l+kl) $ (1-Ki) 
#(1-Ki) 2 (1+Ki) 
zyklische Gruppe der Ordnung gz-1. Es soll noch einmal daran erinnert werden, daß die 


multiplikative Gruppe K* eines Galoisfeldes zyklisch ist. Man sieht auf den ersten Blick 


|.oe läuft i von 0 bis gz-2, gemäß den Regeln für eine 


ein, daß die Matrizen der Untergruppe Myy sich nur in den Exponenten i des 
erzeugenden Elementes k unterscheiden, sie (die Matrizen) können also einfach als MI 
bzw. Mi bezeichnet werden. Nach den Regeln der Matrizenrechnung ergibt sich schnell: 
MİMİ = Mi+i , und wir erkennen, daß Myy eine zyklische Gruppe der Ordnung gz-1 mit 
einer erzeugenden Matrix M1 darstellt. Da My kommutativ ist, haben wir mit Myy als 
Untergruppe einen Normalteiler von My. Ein solcher Normalteiler erzeugt 


„Nebenklassen", die jeweils aus allen Produkten N:g oder g'N bestehen. (In jedem Buch 
über Gruppentheorie wird das ausführlich erläutert. (s. [4] Van der Waerden, Algebra |) 


Als die Nebenklassen dieses Normalteilers ergeben sich dann: 
T Raa ' 
[2 kiA +k) Sr k) 
tkia-k) $ kia +k) 


dabei läuft zu jedem j( j von 0 bis gz-1) i von 0 bis gz-1. 


1.Jede Nebenklasse NÌ enthält nur Matrizen der Form ( - X] ‚also Elemente von My. 


2.Das Produkt zweier solcher Matrizen aus solchen Nebenklassen ist wieder in einer 
solchen Nebenklasse enthalten. Bei der Produktbildung NIT mal NÌ? addieren sich die 
Exponenten j1, ,j2, i1, i2. 

3. zu jedem Element mit den Exponenten j und i gibt es ein inverses Element mit den 
Exponenten -j,-i. 


4. Es gibt kein Element dieser Form, das nicht in einer Nebenklasse N] enthalten wäre. 


Damit ist gezeigt, daß jedes Element der Untergruppe Mu in einer Nebenklasse Nİ liegt 
und als Mb! bezeichnet werden kann. 

Für das Produkt Mbl.MIM gilt dann MIi.MIım = mj+Li+m , dabei sind die Summen j+! und 
i+m natürlich Modulo(gz-1) zu nehmen. Dadurch erkennt man in My die Struktur des 


direkten Produktes der zyklischen Gruppe Cgz-1 Mit Ogz-1- 
Damit aber noch nicht genug über die Gruppe Mu. 


Die Determinante D einer Matrix MÌ Ì von Mu ergibt sich als k2j+i , 
Da die Determinante D ein Element des Galoisfeldes GF[gz] ist, 
muß sie eine Potenz k™ sein. 


Für die Elemente Mİİ der Gruppe Mu können wir sie dadurch auch in der Form 
0m An 
(se E) ae -5 
3-5) pg 
aufschreiben, wobei die Exponenten i und j beide unabhängig voneinander von 1 bis gz-1 
laufen. (Für m gilt nach dem Vorherigen m = 2j+i ). 
Für die Determinante D=1 erhalten wir einen weiteren Normalteiler von Mu; der die 
Elemente 


1 ı 1 j 1 
bois $) 4m 
zei) ge 


enthält, wobei j wieder von 1 bis gz-1 läuft. 
Dieser Normalteiler wird für das Weitere von zentraler Bedeutung sein. 


Zunächst sollen folgende Definitionen eingeführt werden: 


ch[j] =$ (ki + ER 
sh[j] := ż (ki - 5) 
th[j] := CEN 


wieder läuft j von 1 bis gz-1 oder besser von 0 bis gz-2, da gz-1= 0 Modulo(gz-1) ist. 
Wie im Reellen ergibt sich dann ch[0]=1, sh[0]=0 und th[0]=0, wenn mit den 


hyperbolischen Funktionen Cosinushyperbolicus, Sinushyperbolicus und 
Tangenshyperbolicus verglichen wird. 

Wie im Reellen soll der „Tangenshyperbolicus" th[j] keine Singulärität beinhalten, der 
Cosinushyperbolicus ch[j] darf dann keine Nullstelle enthalten. In welchen Galoisfeldern 
ist das möglich? 


Durch die Umformung sieht man, daß ch[j] genau dann 0 wird, wenn Kä=-1 gilt, wenn -1 
also als Quadratzahl darstellbar ist. 
Nun müssen wir uns daran erinnern, daß die multiplikative Gruppe in einem Galoisfeld 


zyklisch ist, also jedes Element ungleich 0 durch die (endlich vielen) Potenzen kl 


dargestellt werden kann, wenn k ein geeignetes Körperelement, meist primitiv genannt, 
ist. Hierbei sind die Exponenten j Modulo[gz-1] zu betrachten, j läuft also direkt von 0 bis 


92-2, k92-1 stellt dann wieder das neutrale Element 1 der Multiplikation dar. In jedem 
endlichen Körper, einem Galoisfeld, kommt die Zahl -1 als inverses Element der Zahl 1 
bezüglich der Addition vor. Für -1 gilt auch in jedem Galoisfeld (-1)2 =1. Auch die 


üblichen Potenzgesetze gelten, wenn Modulo[gz-1] gerechnet wird. Wegen dieser 


Beziehungen wird die Zahl -1 in einem Galoisfeld mit gz Elementen dargestellt durch 
k. 


Es dürfen also nur solche Galoisfelder ausgewählt werden, in denen die Gleichung 
2j= = nicht erfüllt werden kann. Das ist genau dann der Fall, wenn die Zahl zL 
ungerade ist. Diese Bedingung führt auf die Einschränkungen für die Primzahl p und 
deren Exponenten n, die zusammen als p die Anzahl der Elemente des Galoisfeldes 
festlegen. 

Die Primzahl p=2 ist die einzige gerade Primzahl. Aber in Galoisfeldern mit 20 Elementen 
ist immer 1+1=0 , also entspricht der Zahl 2 das neutrale Element der Addition und damit 
kann es keine Zahl geben, die invers bezüglich der 2 ist, die traditionell als + bezeichnet 
wird. Damit scheiden in unseren Überlegungen alle Galoisfelder mit der Ordnung 2" aus. 
Alle anderen Primzahlen sind ungerade. 


Die können aber eingeteilt werden in die Form p=4m+1 oder p=4m+3. d.h. die ungerade 
Primzahl ist um 1 größer als eine durch 4 teilbare Zahl oder um 1 kleiner als eine um 4 
teilbare Zahl. 

Wird p=4m+1 als Primzahl gewählt, so sind alle Potenzen p 1Modulo[4]. Da gz=p" gilt, 
ist dann gz-1 durch 4 teilbar und die Gleichung 2j = Z kann erfüllt werden, was nicht 
sein soll. Damit bleiben nur Primzahlen der Form p=4m+3 übrig. Damit müssen die 


Potenzen p” untersucht werden. Eine kurze Rechnung ergibt: p = 1Modulo[4] für gerade 


n und p” = 3Modulo[4] für ungerade n. Im ersten Fall ist gz-1 dann ein Vielfaches von 4 
und 2j= = kann erfüllt werden. Das bedeutet: n darf keine gerade Zahl sein. Ist n 
dagegen ungerade, so ist p = 3Modulo[4] und gz-1 ist zwar gerade, damit kann die Zahl 
= gebildet werden, ist aber ungerade, wie es sein soll. 

Für solche Galoisfelder gibt es also keine Zahl j mit der Eigenschaft k®’=-1 , wie es 
sein soll. 

Soll die Funktion Coshyperbolicus für Galoisfelder gebildet werden und die Eigenschaft 
haben, keine Nullstelle zu haben, so dürfen nur Primzahlen p verwendet werden, für die 
p=4m+3 gilt, und die Potenzzahl n, die durch p die Ordnung bestimmt, muß ungerade 
sein. 

Eine einfache Rechnung zeigt, daß für die Funktionen ch(j), sh(j) die wichtige Gleichung 
ch(j)2-sh(j)2 = 1 erfüllt ist. 

Außerdem kann man für die Funktionen Cosinushyberbolicus ch(j), Sinushyberbolicus 
sh(j) und th(j) die Additionstheoreme 


ChCh + ja) = ChCh) Chja) + sh(j) sh) 
sh(ji + j2) = Sh( j) ch(%) + sh( jh) ch(%) 
thh + ja) = hi) + th) C + thii) th) 


zeigen: 

Nach Definition ist ch(i+j)=Yz(kl* +k-(i+i) ) und sh(i+jj=v(ki+} -k-(i+Ì) ). Setzt man in die 
rechte Seiten der obigen Gleichungen die Definitionen ein, multipliziert aus, so erkennt 
man den Wegfall der „mittleren“ Summanden und die Gleichheit tritt ein. Nach der 
Definition der Funktion th(j) gilt natürlich th(i+ ) = eh setzt man auf der rechten Seite 
ein, und faktorisiert geeignet, so ist der Beweis durchgeführt. 

Damit liegt eine sinnvolle Erweiterung dieser Funktionen auf Galoisfelder vor, bei denen 
die Primzahl p_ die Form p=4m+3 hat und n eine ungerade Zahl ist, daß gz = p" die 
bestimmende Anzahl des Galoisfeldes ist, womit die Struktur bis auf Isomorphie eindeutig 
festgelegt ist. 

Es soll noch einmal darauf hingewiesen werden, daß in den Galoisfeldern, die ausgewählt 
werden können, die Zahl -1 nicht als Quadratzahl dargestellt werden kann. 

Jetzt ist es empfehlenswert, den Ring L des Vektorraums der anormal-komplexen Zahlen 
mit der Verknüpfung (1) für die weitere Untersuchung zu verwenden, was wegen der 
Isomorphie zum Ring L1 der speziellen Abbildungen natürlich möglich ist. 


Benz definiert nach Minkowski den pseudoeuklidischen Abstand r zweier Punkte {x1,y1} 
und {x2,y2} des Ringes L als (x1-x2)2 - ( y1-y2 )2 =r, dabei ist r ein Element aus dem 
Galoisfeld. 
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Somit wird ein pseudoeuklidischer Kreis mit dem Mittelpunkt {xm,ym} und dem Radius r 
definiert als eine Mengen von Punkten {x,y}, die die Gleichung (x-xm)2-(y-ym)2=r 
erfüllen. 

Durch diese Definition wird auch ein negativer Abstand bzw. ein negativer Radius eines 


pseudoeuklidischen Kreises zugelassen, was ja in der speziellen Relativitätstheorie 
verlangt wird. 


Wir suchen jetzt alle Punkte {x,y} aus dem Ring L, die auf dem pseudoeuklidischen Kreis 
um den Nullpunkt {0,0} mit dem Radius r liegen. Die Koordinaten müssen dann die 
Gleichung 


x2 - y2 = r erfüllen. 


Die Menge der Punkte mit gleichen Koordinaten {a, a} bildet in dem Ring L ein Ideal J} , 


denn multipliziert man zwei Vektoren, von denen einer gleiche Komponenten hat, mit 
einem beliebigen anderen Vektor nach der Definition (1), so erhält man als Ergebnis 
einen Vektor mit gleichen Komponenten. Nach der Idealtheorie ist damit die wesentliche 
Eigenschaft eines (algebraischen) Ideals erfüllt, die anderen sind von „selbst“ erfüllt. Das 


Gleiche gilt für die Punkte mit den Koordinaten {a, -a}, die ein Ideal J. mit der gleichen 
Begründung bilden. 

Die Schnittmenge der beiden Ideale J, und J. besteht nur aus dem Nullelement { 0, 0}. 
Die neue Algebra, die so gebildet wurde, enthält also Elemente, die kein inverses 
Element haben, die dann in den beiden eben aufgeführten Idealen Jund J. liegen. Die 


Elemente, die ein Inverses zulassen, werden in dem Reqgularitätsbereich Reg 
zusammengefaßt, der dann eine multiplikative Gruppe bildet. 


Zunächst kann man bemerken, daß für den Radius r = 0 die Punkte aus den Idealen J, 
und J. auf diesem pseudoeuklidischen Kreis liegen, denn die Elemente aus diesen 
Idealen erfüllen die Gleichung x? - y? = 0. 

Für r 0 kommen nur Ringelemente P; aus dem Regularitätsbereich Reg in Frage, die als 
Pi= {+ (kt + ee): + (kt - 7) } aufgeschrieben werden können,wobei i von 1 bis 
gz-1 läuft, und r=k} mit j=1,....gz-1 gewählt werden kann. Zu jedem r sind das gz-1 


Punkte, die dann auf dem entsprechenden pseudoeuklidischen Kreis mit dem Radius r 
um den Mittelpunkt { 0,0 } liegen. ( vorläufig betrachten wir nur Kreise um den Mittelpunkt 


{0,0} ). Daß diese Punkte P; den Abstand r vom Nullpunkt haben, rechnet man durch 
Quadrieren und Subtrahieren der beiden Komponenten der Punkte P; nach. Für den 


Abstand 1 ergibt sich dann nach den obigen Rechnungen und Definitionen P; = {ch(i),sh(i)} 


Zu jedem Punkt Pj {xj,yj}, der auf einem pseudoeuklidischen Kreis mit dem Radius r 


(Mittelpunkt { 0,0 }) gibt es einen ( „gespiegelten“ Punkt P; mit den Koordinaten {yj,xj}, 
der kann auf dem pseudoeuklidischen Kreis mit dem Radius -r liegt. Auf dem Kreis um 
den Nullpunkt mit dem Radius -1 liegen dann die Punkte {sh(i),ch(i)}. 

Außerdem erkennt man, daß es gz-1 pseudoeuklidische Kreise (um den Nullpunkt als 
Mittelpunkt) gibt, da es gz-1 von 0 verschiedene Radien gibt. 


Definition von Geraden: Durch zwei Punkte A={a1,a2} und B={b1,b2} wird die Punktmenge 

P[A, B] = (33) aa ekr 
a a2 -a2 +b2 

als Gerade definiert. 

Eine Abbildung mit der Matrix M j = ( 

die Punkte 

Pi={4 (kt+ Š), $ (kt - Z)} eines pseudoeuklidischen Kreises angewandt: 


Multipliziert man nach den Matrizenregeln aus, so erhält man für die Koordinaten der 
Bildpunkte 


) , wobei œ aus dem Galoisfeld gewählt werden muß 


ch[j] shij 


, die die Determinante 1 hat, wird auf 
sh[j] an) 


kti 1 y-i-j 
s k r) 


X l p-i-j 
2 k x 


Man erkennt, daß die Bildpunkte auf demselben Kreis wie die ursprünglichen Punkte 
liegen. Durch eine Transformation mit einer Matrix Mj bleibt der pseudoeuklidische 
Abstand vom Nullpunkt erhalten. 


Da der Radius r aus der multiplikativen, zyklischen Gruppe K* gewählt werden muß, gibt 


es gz-1 Kreise mit verschiedenen Radien r=" mit œ = 0,1,...,9Z-2. 
Auf jedem Kreis liegen gz-1 Punkte. Die Punkte auf dem Kreis mit r=1 bilden eine 


zyklischen multiplikative Gruppe der Ordnung gz-1. 

Zu jedem Punkt P, mit den Koordinaten { 7 } gibt es einen „gespiegelten“ Punkt Pauer, 
mit den Koordinaten ty; x }. Der Übergang wird durch eine lineare Abbildung mit der 

Matrix (i 5) vermittelt, die die Determinante -1 hat. 

Hat der Punkt P, den Abstand „2_y2-r vom Nullpunkt, so hat der Punkt Pquer, den 
Abstand y- xp=-r -T ist dabei das inverse Element zu r bezüglich der Addition im 
Ring L. 

Welche Geraden «œ {m,m} durch den Nullpunkt haben Schnittpunkte mit den 
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pseudoeuklidischen Kreisen um den Nullpunkt und den Radien r ? 


Die Schnittpunkte müssen vom Nullpunkt den pseudoeuklidischen Abstand r haben. Die 
Punkte der Geraden «œ {m1,m2} haben den pseudoeuklidischen Abstand 
a?(mı?-m;?) , der dann gleich r sein muß. Es muß also die Gleichung 
a?=r/(m}?- mê) erfüllt werden. 

Es wird sich heraustellen, daß dazu zwei Fälle zu unterscheiden sind: 

1. r ist eine Quadratzahl, d.h. sie ist in X* darstellbar als r = ou á 

2. r ist keine Quadratzahl, sie ist dann darstellbar als r = -(k2)’ , da nach unserer obigen 
Vereinbarung nur Galoisfelder ausgewählt wurden, die -1 nicht als Quadratzahl enthalten. 
Zunächst zu dieser Unterscheidung: 

Während die Potenzen k/ für j=1,2,...,g2-1 die ganze zyklische Gruppe K* erzeugen, 
die von gerader Ordnung sein muß, da die Primzahlpotenz gz = p” ungerade ist, 
erzeugen die Potenzen (k?)’ die zyklische Untergruppe H der Ordnung (gz-1) / 2, die 
nach den obigen Voraussetzungen ungerade ist. Diese Untergruppe H erzeugt zwei 
Nebenklassen, H selbst und als 2.Nebenklasse die anderen Elemente aus K* ‚die dann 
nicht als Quadratzahlen darstellbar sind, sondern als k2/*! , diese Nebenklasse kann 
dann als -1 H bezeichnet werden, da -1 keine Quadratzahl sein kann. 

Der pseudoeuklidische Abstand r kann dann aus H ausgewählt werden und ist somit eine 
Quadratzahl. In der bestimmenden Gleichung a? = r/(m}?- m2) für die Schnittpunkte 
steht links a? , eine Quadratzahl. Ist r eine Quadratzahl, so muß auch der Nenner 
(m? - m?) eine Quadratzahl sein. Denn ist er eine, so ist die Gleichung erfüllbar, da H 
eine Gruppe ist. Ist er keine Quadratzahl, so liegt er in der Nebenklasse (-1)H , die 
inverse Zahl zum Nenner kann dann nicht in H liegen, da H eine Untergruppe ist. r 
multipliziert mit der inversen Zahl von (m}?- m?) kann dann keine Quadratzahl sein, die 
Gleichung a? = r/ (m? - m22) ist dann nicht zu erfüllen. 

1.Ergebnis: Ist der pseudoeukidische Abstand r eine Quadratzahl, so haben alle Geraden 


a {m pma) durch den Nullpunkt einen Schnittpunkt mit den pseudoeuklidischen Kreis 
X -y = r ‚falls (m2 — m,2) auch eine Quadratzahl ist. 

2.Ergebnis: Ist der pseudoeukidische Abstand r keine Quadratzahl, so haben alle 
Geraden « {m pMa durch den Nullpunkt einen Schnittpunkt mit den pseudoeuklidischen 
Kreis 2_ y2 = p ‚falls (m? — m2) auch keine Quadratzahl ist. 

Die Begründung zum 2.Ergebnis ist folgende: Ist r keine Quadratzahl, so ist r aus der 
Nebenklasse (-1)H, also ein Element (=1)k” ‚dann muß auch (m,2_.m,?) aus der 
Nebenklasse (-1)H sein, darstellbar als NDR - Das inverse Element von (-1) 
multipliziert mit (-1) ergibt natürlich 1 und da H eine Untergruppe ist, ist dann die 


Gleichung 42 = 7m? - m2) durch eine Quadratzahl erfüllbar, was zu zeigen war. 
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Faßt man diese wichtigen Ergebnisse zusammen, so kann man sagen: Es gibt zwei 
Sorten von pseudoeuklidischen Abständen r, r als Quadratzahl und als NichtQuadratzahl. 
Es gibt auch zwei Sorten von Geraden « {mmo} durch den Nullpunkt. Solche mit 
(my? - m,?) als Quadratzahl und solche mit (m,2— m,2) als NichtQuadratzahl. Und in den 
möglichen Kombinationen für die Schnittpunkte zwischen den pseudoeuklidischen 
Kreisen und den Geraden durch den Nullpunkt müssen die Ausdrücke r und (m? - mê) 
zusammenpassen als entweder beide Quadratzahl oder beide NichtQuadratzahl. 

Dieses Ergebnis ist für die Erfüllung der Gesetze der speziellen Relativitätstheorie von 
wichtiger Bedeutung. Es ermöglicht und erzwingt die Teilung der Weltpunkte in 
„raumartige“ und „zeitartige“. 

Es sei noch einmal die Definition einer Geraden durch den Nullpunkt wiederholt: 
g={{xy} {xy} =e {m m} } 

dabei ist jede der Zahlen x,y,a@,m1,m2 aus dem Körper K, der in unserem Fall endlich sein 
soll, also ein Galoisfeld ist. Für das Weitere wird äquivalent umgeformt: 


a (m1, ma} = e ma {$}, 1} = a1 (8,1) für m #0: 

Ist My=0, so ist die Gerade die x-Achse. „, ist natürlich aus dem Körper K zu wählen. 
Welche Punkte dieser Geraden haben vom Nullpunkt {0,0} den Abstand 1? 

Nach der pseudoeuklidischen Abstandsdefinition haben die Punkte {x,y} den Abstand 1, 


für die x2 _ y2 -4 erfüllt ist. Es muß also die Gleichung («, p)? - erfüllt sein. Wie 


- a? 

oben aber hergeleitet wurde, haben die Punkte {ch(i),sh(i)} in der Ebene den 

pseudoeuklidischen Abstand 1 vom Nullpunkt. Mit a B=ch(i) und o, =sh(j) kann man 

erreichen, daß die gestellten Bedingungen erfüllt werden. Bei gegebenem £ gilt dann 
T = g und die Gerade g hat die beiden Schnittpunkte Pi ch(i), sh(i) ) 

und Pt -ch(i), -sh(i) ) mit dem pseudoeuklidischen Kreis mit dem Radius r = 1. 

Da £ eindeutig die Gerade bestimmt, so können nur diese beiden Punkte als 

Schnittpunkte auftreten. 

Welche Punkte dieser Geraden haben vom Nullpunkt {0,0} den Abstand -1? 


Nach der pseudoeuklidischen Abstandsdefinition haben die Punkte {x,y} den Abstand -1, 
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für die ‚2 -j =-1 erfüllt ist. Es muß also die Gleichung (@ p-a? = -1 erfüllt sein. 
Die Punkte { sh(i), ch(i) } in der Ebene haben den pseudoeuklidischen Abstand -1 vom 
Nullpunkt. Mit 4, g=ch() Und „,=sh() kann man erreichen, daß die gestellten 

Bedingungen erreicht werden. Für 8 gilt dann th(i) =£ und die Gerade g hat die beiden 
Schnittpunkte P (sh(i), ch(i) ) und Pi -sh(i), -ch(i) ) mit dem pseudoeuklidischen Kreis mit 
dem Radius r = -1. Da £ eindeutig die Gerade bestimmt, so können auch hier nur diese 


beiden Punkte als Schnittpunkte auftreten. 


Wir betrachten jetzt die beiden Geradensorten 


9=« (z 1}und g= e {th 6), 1} 


wobei die erste Sorte Schnittpunkte mit dem pseudoeuklidischen Kreis mit dem Radius 1 
hat, die zweite Sorte Schnittpunkte mit dem pseudoeuklidischen Kreis mit dem Radius -1 
hat. 

Es gibt gz+1 Geraden durch den Koordinatenurprung O(0/0). 


Begründung, warum es gz+1 Geraden gibt: Allgemeine Ursprungsgeraden: 
m 


am| ™ |, fürm +0 
(7) H ” 
a =í 

Ma m 


Ti gi 
e( o )= am (o) für m = 0 
Im ersten Fall kann der Quotient (m 1! mp) alle Körperelemente durchlaufen, das sind gz 


verschiedene Werte , 

im zweiten Fall gibt es nur einen Wert. 

Diese Geraden lassen sich nach 3 Arten ordnen: 

1. Art : Geraden, die den pseudoeuklidischen Kreis mit r=1 schneiden 
2. Art : Geraden, die den pseudoeuklidischen Kreis mit r=-1 schneiden 
3. Art : Geraden, die keinen der beiden schneiden. 


Wegen ch(i) = - ch(i+(gz-1)/2) und sh(i) = - sh(i+(gz-1)/2) und der 
Voraussetzung, dass (gz-1)/2 ungerade ist, erfassen wir mit 
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$ 
ni man öri= g-i _ 
chei f she i Jifri On 1 
(nen)! 


alle Geraden der 1.Art. 


1 füri=0 
efo} üri = 


m sh (2i) th (2i) 
= R üri= z-1 _ 
Mit ef ch(2 A ach(2 o( 1 } füri=0, 1,2, ..., = 1 alle Geraden der 2.Art. 


1 1 
Es bleiben noch 2 Geraden ef; June 1 ). 


Wir haben oben in der Rechnung gezeigt , daß die Punktabbildungen mit unserer Matrix 
M die pseudoeuklidischen Abstände erhält, außerdem führen Matrizen ganz allgemein 


die Punkte einer Geraden wieder in Punkte einer Geraden über. Der Nullpunkt geht bei 
der Abbildung in den Nullpunkt über. Also bleibt die Sorteneinteilung der Geraden nach 


einer Abbildung mit einer Matrix Mj erhalten. Diese verschiedenen Sorten definieren 


später dann Geraden im „raumartigen“ oder „zeitartigen“ Bereich des { x,c t }-Raums, in 
dem die spezielle Relativitätstheorie gilt. 


An dieser Stelle der Reflexionen hat man den Verdacht, daß die Matrizen Mİ 


{40 | 
sh(j) ch() 

schon die gesuchten Matrizen der Lorentztransformation über den zugelassenen 
Galoisfeldern darstelllen. Eine genauere Untersuchung zeigt aber , daß eine Untergruppe 


aus genau der Hälte dieser Matrizen die gesuchte Gruppe der Lorentztransformationen 
darstellt. 


Es stellt sich nämlich heraus, daß es genau 2 Matrizen Mi gibt, die eine feste Gerade g in 
die gleiche Bildgerade ggtrich abbilden: Wegen der Gültigkeit der Additionstheoreme für 
die hyperbolischen Funktionen auch über den Galoisfeldern ist die Gruppe der Matrizen 
Mİ zyklisch. Es gilt ja 

Mit+mi2 = mil+j2 

Wichtig ist, daß sich auch M I+%X92-1) = -MÍ ergibt. 


Beweis: KX ist eine zyklische Gruppe mit einem erzeugenden Element k. 

Die Zahl -1 ist in KX enthalten, sie hat auch in einem endlichen Körper die Eigenschaft 
N2=1. 

Da k92-1 = 4; Ylgz-1) ungerade und kè» +4 ist, folgt k’492-1) = -1, daraus folgt dann 
klgz-1)+j = Kl, 

Das hat zur Konsequenz, daß ch(Yxgz-1)+j) = -ch(j) und sh(%(gz-1)+j) = -sh(j), damit folgt 
dann die Beh. M Ì+2(92-1) = mi. 

Diese letzte Beziehung ist wichtig. 

Denn zwei Matrizen Mİ und -MÌ bilden eine Gerade durch den Nullpunkt auf dieselbe 


Bildgerade ab. d.h. die beiden Matrizen MÌ und Mi+"2(92-1) bilden beide eine Gerade 
durch den Nullpunkt auf dieselbe Bildgerade ab. Da Y(gz-1) eine ungerade Zahl ist, 
andere Galoisfelder sind ja nicht zugelassen, ist von den Hochzahlen j oder j+Yx(gz-1) 
genau eine gerade. Von allen gz-1 möglichen Exponenten kann man immer die 
zugehörigen geraden Exponenten auswählen, um die Gerade durch den Nullpunkt 
abzubilden. 

Die Menge der Matrizen M?) für j=1,...,⁄2(gz-1) bilden aber eine Untergruppe der Menge 
aller Matrizen, von denen es gz-1 verschiedene gibt. Das hat zur Konsequenz, daß diese 
Untergruppe, bestehend aus den Matrizen M2i jede Gerade durch den Nullpunkt 
eindeutig abbildet. 

Diese Matrizen werden jetzt als Funktionen von th(2i) aufgeschrieben: 


Es gilt allgemein ch(2j)?-sh(2j)?=1, woraus folgt 1-th(2j)? = zer und 


n2_ 1 
ch(2 j) = mer" 


Aufgelöst nach ch(2j) ergibt: ch(2 j) = + ——— , wegen ch(0)=1 und th(0)=0 muß die 
g (2j) erg! (2) Ten 79 (0) (0) 


positive Wurzel gewählt werden. 


i jr = er, i j =+ te _ iwi i 
Entsprechend gilt sh(2 j) Te und weiter sh(2j) = + Sera? wobei wieder die 


positive Wurzel gewählt werden muß (Begründung über die kê’). 


ch(2j) sh(2j) 


VERPA n i e 2i- 
Hiermit läßt sich die Matrix M eg chej 


) wie folgt umschreiben: 
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1 the2j) 
Yi-tn2j?  y1-th2j? 
u the2) 


Ze 
Vith)?  y1-th2j? 
Mit diesen Überlegungen ist folgende Situation entstanden: 
Sowohl die Matrix M2] als auch alle Geraden 1. und 2.Art enthalten nur noch th(2j) oder 
th(2i). 
Schreiben wir zur Abkürzung B2j für th(2j) bzw. Bp; für th(2i), wegen th(-2j)=-th(2j) folgt: zu 


Mi 


jedem Baj gibt es ein B-2j» daß gilt B2j + B-2j = 0. Zu jedem 8,,#0 gibt es ein B-2j j= Boj 


Beh.: Diese Untergruppe der M? stellt die spezielle Lorentzgruppe dar . 
Im Reellen stellt die Menge der Matrizen Lx 


ee nn. 
Sinh[x] Coshf[x] 


die spezielle Lorentzgruppe dar. Aber diese Gruppe kann man leicht zu einer 
Lorentzgruppe erweitern, in der es je genau zwei voneinander verschiedene Matrizen gibt, 
die eine Gerade durch den Nullpunkt in dieselbe Bildgerade überführen. Die beiden 
Matrizen unterscheiden sich dann auch im Vorzeichen. Zu einer Matrix M ist dann auch 
die Matrix -M in der Menge enthalten. Dieses Ergebnis erreicht man, indem man von der 


-1 0 
Drehung um 180° ausgeht, der die Matrix D4 zugeordnet ist: ( vr ) 


Diese ist eine der Matrizen der Drehungen, die allgemein die Form haben: 
no -Sinfe] ) 


Sinfe@] Cos[e] 
Nimmt man zu den Matrizen Lx der speziellen Lorentzgruppe noch die Menge der 


Matrizen D;'Lx hinzu, so erhält man eine Gruppe, die genau das gewollte erfüllt. 


Diese so erweiterte Lorentzgruppe ist dann mit der Gruppe der ursprünglichen Mİ zu 
vergleichen. 
Die Konstruktion der M Í beruhte auf dem speziellen ausgewählten Galoisfeld und dessen 


innere Eigenschaften führten dann zu der speziellen Lorentzgruppe der M 2j 


Die bisher eingeführten linearen Abbildungen, dargestellt durch Matrizen, führten Punkte 
des Raumes in Punkte des Raumes über. Geraden oder pseudoeuklidische Kreise waren 
dabei spezielle Punktmengen. Das Koordinatensystem war dabei immer dasselbe. 
Bei der Lorentztransformation handelt es sich um eine Transformation des 


Koordinatensystems. Es stehen dann zur Beschreibung der Punkte des Raumes zwei 
Koordinatensysteme zur Verfügung. Das ursprüngliche und das transformierte. Die 
Punkte des Raumes werden dann in beiden Koordinatensystemen beschrieben, sie 
haben in ihnen dann unterschiedliche Koordinaten. 

Beim Transformieren eines Koordinatensystems werden nur die Punkte des 
Koordinatensystems der Abbildung unterzogen. Die Bildpunkte bilden dann das neue 
Koordinatensystem, in dem dann die ursprünglichen Punkte des Raumes neue 
Koordinaten haben. Die Transformation wird so beschrieben, daß die neuen Koordinaten 
der Punkte sofort abgelesen werden können. 

Das Verfahren kann für Drehungen der Ebene um den Nullpunkt anschaulich leicht 
beschrieben werden. Eine Drehung der Punkte der Ebene um einen Winkel wird durch 
eine Matrix Dr 


ben a, 
~ L Singa] Cosfa] 


beschreiben, durch diese Abbildung werden die Punkte der Ebene um den Winkel im 
mathematisch positiven Sinn (d.h. gegen den Uhrzeigersinn) gedreht. Soll das 
Koordinatensystem gedreht werden, daß die (ursprünglichen) Punkte in dem neuen 
Koordinatensystem dieselben Koordinaten erhalten wie die gedrehten Punkte im 
ursprünglichen Koordinatensystem haben, dann muß das Koordinatensystem um den 
Winkel -æ transformiert werden. Zu dieser Transformation gehört die inverse Matrix Dr ~1 
zur ursprünglichen Matrix Dr. 

Das gleiche Verfahren wird jetzt auf die hyperbolischen Drehungen Mİ angewandt. 


Da ch(j) eine gerade Funktion und sh(j) eine ungerade Funktion ist, folgt als Ergebnis 
a h() -sh(j) 

M)” =Mi= ( a ) 

m -sh() ch() 


Als Matrix für die spezielle Lorentztransformation nehmen wir dann 


m2i={ ch(2)) n] 
\-sh@j) ch(2)) 


Um komplizierte Indexschreibweisen zu vermeiden schreiben wir für th(2j) nur 8 ohne 
Index. 


0 
bildet die x-Achse e( 


4 ) auf die 


Die Matrix M 3 


1 


1 
Gerade gy' = œ | l ) und die y-Achse ef 5) auf die Gerade gy= a (5) ab. 
1 


Betrachten wir einen Punkt P. Vom xy-System aus betrachtet habe er die Koordinaten 
(xpp) vom y aus die roio &p'Yp)- 

Dann gilt mit e, = H und ey= fi ) :OP = Xp*€x + Yprey- 

Die Matrix M bildet ex auf e,' und ey auf ey' ab: 

ey’ =Mse, und ey= Mrey. Im x'y'-System gilt auch: 

OP = Xprex' + Yp*ey = XpM'ex + Yp*Ms»ey. Somit haben wir die Gleichung: 


X , 
OP = xp*ex + Yp*ey = Xp'*M+ex + yp*Mse,, , die sich auch in der Form E = me =) 


schreiben läßt. Lösen wir nach je 
/ x 
auf, so erhalten wir ( an ) = men | mit der Matrix 
yp yp 


ai sa 
mei) V 1p 
1 
“AF VPF 


Setzen wir für y = ct und betrachten den Punkt (x,ct) vom x'y'-System 


1 x-ct 
a rE v® "vr |X Vi 
aus, so gilt: () = (à) = oder 


B 1 ct-x f 
i "MR VPF VI-R® 
ı _ Xctp 
X = VF 
1 ct-x 
ct = ga 


Um die Analogie mit der in der Physik üblichen Lorentztransformation vollständig deutlich 
zu machen, wird der Aufbau der Lorentztransformation im Sinne der hyperbolischen 
Drehung noch einmal beschrieben. Eine ausführliche Darstellung dazu findet man in 
Greiner, Rafelski: „Spezielle Relativitätstheorie" Verlag Harri Deutsch, [10] 

Es sei von zwei Bezugssystemen ausgegangen: Ein ortsfestes Bezugssystem 
„Bahndamm“ mit den Koordinaten { x,c t}. In diesem Bezugssystem bewege sich ein 
„Zug“ mit der Geschwindigkeit v, dessen Bewegung in dem ortsfesten Bezugssystem 
durch die Gleichung x= v t beschrieben werden. Für den Beginn der Zeit t=0 befinde sich 
der Zug am Ort x=0. Irgendwelche Bewegungsereignisse auf dem Bahndamm oder in 
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dem Zug sollen dann in den genannten beiden Bezugssystemen beschrieben werden. 
Das ortsfeste Bezugssystem wird dazu einer hyperbolischen Drehung mit der Matrix 
_{ Coshfp] -Sinhfp] 
u ac Coshl[g] 
Die neuen Koordinaten werden mit { x’, c t } bezeichnet, die alten mit { x , ct}: 
x‘, ct} = {x Coshl[p] - ctSinh[p], ct Cosh[p] - x Sinh[g]} 
Jetzt ist es üblich, den Quotienten (v/c) durch £ zu ersetzen und £= Tanhl[g] zu verlangen. 
Dann ergibt sich nach Regeln der Mathematik: 


) unterworfen. 


i Pen IR EHE BER, 
Sinh[p] = TR Coshl[p] = TR 


Setzt man gemäß diesen Formeln in die Transformationsgleichungen ein, so erhält man 


i aP a Ki, i0 y- taa 
Kct) == (u VR’ N-P Vi-F 


ersetzt man jetzt 8 wieder durch den Quotienten (v/c), so erhält man die 
Transformationsgleichung in der Form 


x, ct}={- W_ S S } 
J- J- J-i ef- 


Dabei ist aber zu berücksichtigen, daß wir in diesem Text die Koordinaten konsequent mit 
{x, ct} und {x’,ct‘} schreiben, im Gegensatz zu den oft üblichen Koordinaten {x , t } 
und {x’,t‘}. 

Diese Überlegungen gelten aber nur für 0 < £ < 1. Das ist ganz wesentlich. v kann 
niemals die Lichtgeschwindigleit c erreichen oder überschreiten. 

Wie kann diese einschränkende Bedingung in den endlichen Körpern, den Galoisfeldern, 
erkannt werden, wo eine solche Ungleichung 0< £ <1 unbekannt ist.? 

Zum Glück gibt es ein übergreifendes Kriterium. 

Wir haben ja schon hergeleitet, daß es im Galoisfeld zwei Sorten von Geraden gibt, 
solche, die Schnittpunkte mit dem pseudoeuklidischen Kreis um den Nullpunkt mit dem 
Radius 1 haben und solche,die Schnittpunkte mit dem pseudoeuklidischen Kreis um den 
Nullpunkt mit dem Radius -1 haben. Diese beiden Geradensorten sind getrennt und 
haben außer dem Nullpunkt keinen Punkt gemeinsam. 

Das Gleiche gilt in der üblichen Relativitätstheorie der Physik über den reellen Zahlen, 
wird aber nicht so beachtet, sondern es wird dann von Kausalität, zeitartigen und 
raumartigen Bereichen gesprochen, in denen die entsprechenden Geraden liegen. (s.- 
Greiner [10], S.-59-ff.) 

Eine Gerade mit der Gleichung x=vt, die den „fahrenden Zug“ des bewegten 


Bezugssystems repräsentiert, schneidet die Hyperbel, die durch eine Gleichung 


x2-y2 = -1, wenn als y-Achse die c t -Achse gewählt wird und v die Bedingung 0 < £ <1 
erfüllt. Eine solche Situation ist in der folgenden Zeichnung realisiert: 


Man erkennt in der folgenden Zeichnung, daß diese Gerade mit der Hyperbel x2-y2 = 1 
keinen Punkt gemeinsam hat: 


Die Winkelhalbierenden trennen diese beiden Bereiche. Für eine Gerade mit v>c gilt, daß 
sie die 2.Hyperbel schneidet, wie man am nächsten Bild erkennt: 


Natürlich kann man die entsprechenden Beweise auch algebraisch führen, worauf hier 
zunächst verzichtet wird. 


Das Entscheidungskriterium für erlaubte Geraden, die als neue Koordinatenachsen in 
Frage kommen, lautet, die Geraden müssen Schnittpunkte mit dem hyperbolischen Kreis 
um den Nullpunkt mit dem Radius -1 haben. 

Welche Geraden sind das? Gehen wir von einer Geraden mit der Gleichung x = v t aus, 
wobei jetzt x,v,t und auch c aus dem endlichen Körper K, dem ausgewählten Galoisfeld, 
sein sollen. Wir können natürlich nicht entscheiden, welches Galoisfeld die physikalische 
Lichtgeschwindigkeitskonstante c enthält. Weiter kann auch nicht entschieden werden, ob 
die ganze Physik über einem geeigneten Galoisfeld beschrieben werden könnte. Hier liegt 
nur ein theoretischer Text vor, der die Möglichkeit eröffnet, auch im Endlichen die 
Gültigkeit der speziellen Relativitätstheorie in Raum und Zeit konstruktiv zu begründen. 
Jetzt zur konkreten Frage, für welche Geraden x = v t ergeben sich Schnittpunkte mit dem 
hyperbolischen Kreis um den Nullpunkt mit dem Radius -1? 


Zux=vt ist äquivalent x = (v / c) ct. Für den Quotienten (v / c) schreiben wir wieder £. 
Die zugehörige Gerade g wird dann vollständig beschrieben durch 
g={{xct}|{x,ct}=a4 {ct,ct}}. 

Zuerst wird angenommen, es gäbe ein i, daß im Galoisfeld die Gleichung £ = th( i ) erfüllt 


ist, dann läßt sich zeigen, daß die Gerade g Schnittpunkte mit dem hyperbolischen Kreis 
um den Nullpunkt mit dem Radius -1 hat: 


Der Ausdruck a4 {£c t, ct} läßt sich umschreiben zu «a {£ , 1 }, der dann die Gleichung 


x2-y2 = -1, also a? ß?-a?=-1 erfüllen muß. Aufgelöst nach a? ergibt sich 
= =h)? 


Für æ ergibt sich also ch(i) oder -ch(i). Die beiden zugehörigen Punkte haben die 
Koordinaten ch(i){ th(i) , 1 ) ={ sh(i) , ch(i)} und -ch(i){ th(i) , 1 ) = { -sh(i) , ch(i) }. Diese 
Koordinaten erfüllen natürlich die Gleichung sh(i)2-ch(i)2 =-1. Ist £ =th( i) erfüllt, so gibt 
es die gesuchten Schnittpunkte. 

Gibt es umgekehrt die Schnittpunkte, so erfüllen ihre Koordinaten die Gleichung 
sh(i)ê-ch(i)? =-1, die Koordinaten sind also {sh(i) ‚ch()}=chi{th(i) 1) oder 
{-sh(i) , -ch(i) } = ch(i){ th(i) , 1) Zu £ gibt es dann ein i mit $= th(i). 

Erlaubte Geschwindigkeiten v sind damit solche, für die das zugehörige £ ein 


Tangenshyperbolicus im Galoisfeld sein kann. Damit ist das Kriteriumproblem für 
zugelassene Geschwindigkeiten gelöst. 


Um den Ausdruck „hyperbolische Drehung“ besser verstehen zu können, wird ein 
Schnittpunkt { sh(i) , ch(i) } eines hyperbolischen Kreises mit einer erlaubten Geraden, zu 


der eine erlaubte Geschwindigkeit v gehört, mit einer Matrix 


M= {£ ch) , sh(j) },{ sh(j) , ch(j) }} multipliziert und man erhält MÌ- 

{sh(i) , ch(i) } = { sh(j+i) , ch(j+i) } , 

Matrizenmultiplikation und Additionstheorem erweisen sich als zwei Seiten einer Münze. 
Die „i* und „j“ werden wie „Winkel“ addiert. Das ist nicht verwunderlich, die j und i sind ja 


gerade die Exponenten in den Körperelementen kİ oder kl ‚ für die die Potenzgesetze 


gelten, wo die Exponenten bei der Multiplikation der Elemente addiert werden. Hinter den 
ungewohnt aussehenden Funktionen sh(i), ch(i), th(i) steckt ein einfacher 
Zusammenhang. Diese Funktion sind wesentlich einfacher konstruiert als die 
bekannteren Funktionen „Sinus“, „Cosinus“ und „Tangens“. 

Das Additionstheorem für die Geschwindigkeiten ergibt sich direkt aus dem 
Additionstheorem für die Tangenshyperbolicusfunktion th(i), denn zu erlaubten 
Geschwindigkeiten v gehören die Quotienten v/c=ß , die ein Tangenshyperbolicus th(i) 
sein müssen, also gilt: 


i +j) = inne _ Bir _ $2 
th (j + ja) = THAGDAGD T 14612 nz 


Der letzte Ausdruck ist natürlich wieder ein £, also ein Quotient vg / c. Löst man dann 


nach va auf, erhält man die üblichen Formeln der Literatur. Man erkennt außerdem, daß 


die Untersuchungen mit der Methode der hyperbolischen Geometrie einfacher sind, wenn 
man sich auf die anfänglichen Definitionen eingelassen hatte. 
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Zeitdilatation, Längenkontraktion und der relativistische Dopplereffekt ergeben sich aus 
den Transformationsgleichungen der Lorentztransformation. 

Wie mit den Begriffen umgegangen werden muß, in denen Massen und die durch 
Anwendungen der Differential- und Integralrechnung entstehen, kann zur Zeit nicht 
gesagt werden. 


In dem ersten Teil der Untersuchung wurde gezeigt, daß im hergeleiteten Sinne in einem 
endlichen, zweidimensionalen Raum Gesetze der speziellen Relativitätstheorie gelten. 
Dabei wurde in Anlehnung an die Untersuchungen von Benz [3] die Schreibweise { x, ct} 
für die zweidimensionalen Vektoren bevorzugt. 

Für die Erweiterung auf einen vierdimensionalen Raum empfiehlt sich zunächst die 
Umordnung auf { c t, x }. Durch Vertauschung der Komponenten in allen obigen 
Untersuchungen bleiben die Ergebnisse natürlich gleich. Aber man gewinnt dann den 
Vorteil, die Vektoren des vierdimensionalen Raumes als [ct,x, y, z } zu schreiben, wie es 
die theoretische Physik meist bevorzugt. (siehe Greiner [10]). Im Verlaufe der 
Untersuchung erkennt man aber, daß die Methode über die reguläre Darstellung der 
Permutationsgruppen S; und S4 eigentlich hätte vorgezogen werden sollen. 


Im zweiten Teil werden die Elemente der Gruppenringe der symmetrischen Gruppen Sg 
und S4 über den zugelassenen Galoisfeldern betrachtet. Dabei wird beachtet werden, 
daß die Gruppe S4 homomorph in die Gruppe Sg abgebildet werden kann. Deshalb wird 


die Untersuchung zunächst auf den Gruppenring der Sg beschränkt und später 


entsprechend erweitert. 

Im ersten Teil sollte betont werden, wie aus philosophischen Überlegungen, in die der 
Abbildungsbegriff über Permutationen einfloß, wesentliche Begriffe der Algebra durch 
Abbildungen entstanden. Die Durchführung ging bis zur Erzeugung von 
Lorentztransformationen in den zugelassenen Vektorräumen. Deshalb wurde die 
Entwicklung absichtlich nicht frei von Redundanz gehalten. Das soll jetzt im zweiten Teil 
vermieden werden. Gewisse mathematische Begriffe, wie z.B. "halbeinfach" werden nun 
einfach benutzt und können in der Fachliteratur nachgelesen werden. 

Der Gruppenring erzeugt einerseits einen Vektorraum der Dimension von der Ordnung 
der Gruppe. Andererseits ist jeder Gruppenring einer endlichen Gruppe halbeinfach, 
seine Darstellungen zerfallen also in irreduzible Darstellungen. Bei der 


Permutationsgruppe Sg sind die irreduziblen Darstellungen vom Grad 1,1 und 2. Die 


Darstellung von Grad 2 ist treu. Die beiden Darstellungen von Grad 1 sind einmal die 
triviale Darstellung, die alle Gruppenelemente auf die 1 abbildet. Damit wird jedes 
Gruppenringelement 2° ® ali] pli] auf die Summe 329 afi] abgebildet. 


Die zweite Darstellung vom Grad 1 wird durch die homomorphe Abbildung von Sg auf die 


Faktorgruppe S3/Ag, die eine zyklische Gruppe der Ordnung 2 ist, vermittelt, damit wird 
jedes Gruppenelement der Sg auf 1 oder -1 abgebildet. 


Die treue Darstellung der Sg erzeugt einen Vektorraum der Dimension 2, der in der 


regulären Darstelllung zweimal vorkommt, so wird ein vierdimensionaler Unterraum des 
sechsdimensionalen regulären Vektorraumes erzeugt. 


Diese treue, irreduzible Abbildung des Gruppenringes der Sg ist vom Grad 2 und definiert 
dadurch einen Vektorraum der Dimension 2 mit Vektoren {v1,«2}. Diese irreduzible 


Abbildung kommt in der regulären Darstellung zweimal vor, dadurch entsteht ein 
vierdimensionaler Unterraum des sechsdimensionalen regulären Raumes. 


Es soll noch einmal hervorgehoben werden, wie es auch Boerner tut, daß einer 
Darstellung eines Gruppenringes eine doppelte Bedeutung zukommt: die Darstellung 
erzeugt einen Vektorraum, der auch irreduzibel genannt wird, wenn die Darstellung 
irreduzibel ist, und die Darstellung erzeugt eine Matrizengruppe. 


Wenn die treue Darstellung der Sg einen Vektorraum der Dimension 2 erzeugt, in dem 


die Vektoren mit {@1,«2} bezeichnet werden und in der regulären Darstellung dieser 
2-dimensionale zweimal vorkommt, so erzeugt die treue Darstellung "verdoppelte 
Vektoren" {v1,02,01,02}. 

In diesem vierdimensionalen Raum kommen den "verdoppliten" Vektoren {v1,02,01,«2} 
merkwürdigerweise eine besondere Bedeutung zu. 


Die Vektoren {1,0,1,0} brauchen dazu keiner Transformation unterzogen zu werden 
(warum das so ist, wird später ersichtlich). 


Für «1#0 können die Vektoren {«1,a2} als art, =a1{1, 8} geschrieben werden. 
Mit dem Parameter «1 stellen sie dann jeweils eine Gerade dar, wenn £ festgehalten wird. 


Im vierdimensionalen Raum haben die verdoppelten Vektoren dann die Form 
a1{1, 8,1, B}. 
Sie sind durch Verdopplung aus den Vektoren der zweidimensionalen, treuen, 


irreduziblen Darstellung des Gruppenringes der S3 entstanden, stellen also nicht alle 


Vektoren des vierdimensionalen Unterraumes des sechsdimensionalen regulären 
Raumes dar. Aber man kann sagen, daß die "verdopplten” Vektoren direkt durch die 


treue irreduzible Darstellung vom Grad 2 des Gruppenringes der Sg erzeugt wurden. 


Merkwürdigerweise können die Vektoren {1, £, 1, £} alle durch orthogonale oder 
"pseudoorthogonale" Transformationen auf die Form {y,0,y,0} gebracht werden, wobei 


gilt 1? + 8°+ 124 92=y?+Y? oder 1?+ 8° +1?+ = -(? +79). Die letzte Gleichung 
kann im Reellen nicht erfüllt werden, in unseren Galoisfeldern sehr wohl. 


Bevor das Ergebnis gedeutet werden soll, wird die Gruppe eingeführt werden, die 
orthogonale und pseudoorthogonale Transformationen enthält. Dann werden die 
Transformationen durchgeführt. 


Im Folgenden wird zur Vereinfachung der Schreibweise die Ordnung p” des Galoisfeldes 
wieder mit gz (Galoiszahl) bezeichnet. Die multiplikative zyklische Gruppe hat dann die 
Ordnung gz-1. In jeder zyklischen Gruppe gibt es erzeugende Elemente, so daß alle 
Elemente der Gruppe als Potenzen eines erzeugenden Elementes k dargestellt werden 
können. 

In einer zyklischen Gruppe der Ordnung gz-1 gibt es EulerPhifgz-1] erzeugende 
Elemente. Das sind gerade so viel, wie es zu der Zahl gz-1 teilerfremde Zahlen kleiner als 
gz-1 gibt. 

In der multiplikativen Gruppe wird das neutrale Element üblicherweise mit 1 bezeichnet, 
das zugehörige inverse Element bezüglich der Addition ist dann (-1). Entsprechend ist 
1+1=2, usw. . Aber da auch Galoisfelder mit gz = p” zugelassen sind, kann diese 
Bezeichnung 1; 2; 3;... für die Elemente des Galoisfeldes nicht durchgehend beibehalten 
werden. Deshalb werden die Galoisfeldelemente allgemein mit gf[i] bezeichnet, dabei 
kann gf [i] als die Potenz k! aufgefaßt werden, wenn k irgendein erzeugendes Element 
der zyklischen, multiplikativen Gruppe des Galoisfeldes ist. Die 0 des Galoisfeldes wird 
dadurch nicht erreicht. Dabei ist i dann eine "Nummer", die von 0 bis gz-1 läuft. So 
werden alle Elemente des Galoisfeldes erfaßt. In allgemeinen Rechnungen, wenn klar ist, 
was gemeint ist, wird gf[1] dann als 1, usw. bezeichnet. Die Verwendung von -gfli] ist 
aber voll korrekt und kann auch vom Mathematikprogramm MATHEMATICA verarbeitet 
werden. 


Drehungen im Raum sind orthogonale Transformationen, deren Matrizen die 
Determinante 1 haben. 

Da in unseren zugelassenen Galoisfeldern die Zahl i = Y-1 nicht vorkommt, können 
Definition für die Sinus- und die Cos-Funktion nicht durchgeführt werden. Diese 
Funktionen stehen uns damit nicht zur Verfügung. 

Wesentlich an orthogonalen Matrizen ist, daß ihre Zeilen- und Spaltenvektoren senkrecht 
aufeinander stehen, die zugehörigen Skalarprodukte also 0 sind. 

Für Matrizen vom Grad 2 wählen wir zwei Parameter, a und b. 


b ab 
Matrizen der Form ( p a) und (2 ) erfüllen auf jeden Fall die Bedingung, daß 


die Skalarprodukte verschiedener Zeilen- oder Spaltenvektoren 0 sind. 
Die Determinanten sind &#+bbzw. -(@+b). 
Das Skalarprodukt jedes Zeilen- oder Spaltenvektors mit sich selbst ergibt in jedem Fall 


&+b. 


Ist +b? =1 ,so stellt die erste Sorte der Matrizen orthogonale Matrizen dar, wie das 
auch für den reellen Fall bekannt ist. 


Wird für die zweite Sorte die Determinantenbedingung 1 gefordert, so ergeben die 
Skalarprodukte jedes Zeilen- oder Spaltenvektors mit sich selbst (-1). Diese Matrizensorte 
nennen wir "pseudoorthogonal". 

Für die pseudoorthogonalen Matrizen schreiben wir in Zukunft zur Unterscheidung 


(2) 


N i r e a b 
Wir werden zeigen, daß die echt orthogonalen Matrizen der Form ( b .) in jedem 


zugelassenen Galoisfeld eine zyklische Gruppe der Ordnung gz+1 bilden. 


AB 
Pseudoorthogonale Matrizen der Form (a 1) haben die Ordnung 4: 


A B\ı[A B + 0 -1 0 
(2 le | 0 paal 0 al 

Die letzte Matrix hat die Ordnung 2, somit gehört zur pseudoorthoganalen Matrix die 
Ordnung 4. 
Wir werden zeigen , daß es gz+1 echt pseudorothogonalen Matrizen in den 
zugelassenen Galoisfeldern gibt. 


Dann kann noch gezeigt werden, daß die orthogonalen Matrizen und die echt 
pseudoorthogonalen Matrizen zusammen eine Gruppe der Ordnung 2(gz+1) bilden, die 
wir dann die pseudoorthogonale Gruppe des Galoisfeldes nennen. 


Für das erste zugelassene Galoisfeld, GF(3), ist gz=3, 2(gz+1)=8 und die zugehörige 
pseudorothogonale Gruppe ergibt sich als isomorph zur Quaternionengruppe Q8, die ja 
eine zyklische Untergruppe der Ordnung 4 enthält und außerdem noch 4 Elemente der 
Ordnung 4. Diese Elemente der Ordnung 4 bilden noch zwei zyklische Untergruppen der 
Ordnung 4, die mit der ersten zyklischen Untergruppe das Element der Ordnung 2 
gemeinsam haben. Für die Gruppe Q8 sind diese 3 Untergruppen der Ordnung 4 noch 
äquivalent, da sie durch Automorphismen ineinander überführt werden können. Diese 
Eigenschaft wird für höhere pseudoorthogonale Gruppen nicht mehr erfüllt. Diese 
enthalten zwar immer eine zyklische, orthogonale Untergruppe der Ordnung 4 und 
 zyklische Untergruppen mit pseudoorthogonalen Matrizen der Ordnung 4, aber in 
diesen Gruppen kann kein Automorphismus eine solche in die orthogonale, zyklische 
Untergruppe abbilden. Die orthogonale, zyklische Untergruppe ist dann eine 
charakteristische Untergruppe. 
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Daß in jeder orthogonalen, zyklischen Untergruppe der Ordnung gz+1 eine zyklische 
Untergruppe der Ordnung 4 vorkommt, verlangt, daß gz+1 durch 4 teilbar ist. Das ist aber 
für alle zugelassenen Galoisfeldern der Fall: 

Da für unser Galoisfeld nur Primzahlen p der Art (4 m+3) in Betracht kommen und 
gz = p” mit n ungerade ist, p=3(4) und 

pP = 32% (=(4-1% = (1% (= (-1)'()=3(4). 

Da gz+1=p?%' +1 ‚ist gz+1 dann durch 4 teilbar. 


Jetzt muß noch gezeigt werden, daß die orthogonale Gruppe zyklisch von der Ordnung 
gz+1 ist: 
Über dem Galoisfeld GF(gz) ist das Polynom 2 + 1 irreduzibel, denn in den zugelassenen 
GF(gz) gibt es kein Element z mit Z=-1. Deshalb kann mit diesem Polynom z?+1 das 
Galoisfeld GF(gz?) konstruiert werden. 
Es besteht aus allen Elementen u+v»z mit der Ersetzungseigenschaft 2=-1. 
a bi 
Die orthogonalen Matrizen ( b a 
Di ai 
auf das Element ai+ (-bi) z e GF(gz?) abgebildet werden. 
Für zwei orthogonale Matrizen M, und M, erhält man 


) können dann eineindeutig durch eine Abbildung ọ 


al biy a2 2)- ala2-bib2 a2bi+al = 
-b1 alle a2 e| anabe a1a2-b1b2 
und andererseits dann 


einerseits M; Ma = ( 


al bi (a b2\¥ a1 a2-b1 b2 E] 
-b1 at) -b2 i) =| oial b2 ala2-b1b2 


(M; Mb) = (( 


= al a2-b1b2-(a2b1 +a1b2) z= (al + (-b1) 2)x(a2 + (-b2) 2) = Mı? Ma? 

Somit ist die orthogonale Gruppe isomorph in eine multiplikative Untergruppe von GF(gz?) 
abgebildet. 

Diese Untergruppe ist zyklisch, und damit ist auch die orthogonale Gruppe zyklisch. 


Warum hat sie die Ordnung gz+1? 
ab 
Für orthogonale Matrizen ( b a git +P =1. 
Diese Gleichung soll im Galoisfeld GF (gz) genau gz+1 Lösungspaare {a,b} haben. 
Die Anzahl der Lösungen werden konstruktiv bestimmt durch die Wahl 
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ler b> nr} 
Für diese Wahl von a und b ist die Gleichung & +b? = 1 erfüllt. 


Für die zugelassenen Galoisfelder kann der Nenner nie 0 werden. 
Fallunterscheidung: 


#3 


l u=0 liefert a=0 . Die Gleichung & +b? =0 +b? =1 liefert dann b=+1. 

Il. u= +1 liefert a=+1 und b=0. 

IN. Jedes andere u erzeugt eine Lösung, das sind gz-3 Lösungen. 

DieFälle I. und Il. lieferten 4 Lösungen, das sind insgesamt 4+gz-3=gz+1 Lösungen. 


Die orthogonale, zyklische Matrizengruppe hat also die Ordnung gz+1. 


Jetzt ist noch zu zeigen, daß es genau gz+1 pseudoorthogonale Matrizen in den 
zugelassenen Galoisfeldern gibt. 


Zu jedem Element u#0 gibt es das zugehörige, von u verschiedene -u, deren beide 
Quadrate sind gleich. 

Deswegen hat der Ausdruck 1 + ı? zunächst ohne Berücksichtigung der Null = 
Werte, 

mit der Null ergeben sich = voneinander verschiedene Werte. 

(Ein algebraischer Körper enthält keine Nullteiler, aus & — b? = (a + b) (a— b) folgt, 

daß zwei Quadratzahlen nur gleich sein können, wenn a= boder a = -b gilt.) 


Satz 3:(Die Nummerierung ist nur zum Hinweis in Satz 4 bestimmt) 

Die Gleichung 1 + 2 = s? besitzt gz-1 verschiedene Lösungen. 

Beweis: Wir bestimmen konstruktiv die Anzahl der Lösungen dieser Gleichung mit dem 
Ansatz 

s=ch[x] und z=sh[x], wobei x von 1 bis gz-1 läuft. Dann ist 1+2°=? erfüllt. 

Es ist zu beachten, daß ch[0]=ch[gz-1] und sh[0]=sh[gz-1], da K? = k#"' = 1 ist. 

Und die so entstehenden Lösungspaare {z,s}= {sh[x]‚ch[x]} sind alle verschieden. 

Wie eine Rechnung zeigt, folgt aus der Gleichheit der Paare 

{sh{x1],ch[x1]} = {sh[x2],ch[x2]} die Gleichheit x1=x2. 


Satz 4: (s.0.) Der Term 1 + Z liefert (gz+1)/4 verschiedene Werte der Form s?. 
Beweis: Lassen wir vom Beweis des Satzes 3 

für x=gz-1 das Paar {z=0,s=1} und für x=(gz-1)/2 das Paar {z=0,s=-1} weg, 

so ist für alle anderen Paare immer z#0 und s#0 

und es gibt dann gz-3 verschiedene Lösungspaare. 

Jedes Lösungspaar {zı, Sı} induziert 3 weitere Lösungspaare, 

nämlich {-21, Sı}; 121, -Sıl 1-21, -Sı}- 

Insgesamt erhalten wir somit (gz-3)/4 verschiedene Quadrupel von Lösungspaaren. 
Jedes Quadrupel liefert also einen s?-Wert. 

Nehmen wir Fall | dazu, so erhalten wir noch den s?-Wert 1. 

Insgesamt ergeben sich somit (gz+1)/4 verschiedene 5? -Werte. 


Satz 5: Der Term 1+ liefert (gz+1)/4 verschiedene Werte der Form - 3. 
Beweis: Nach Satz 2 liefert der Term 1 + insgesamt (gz+1)/2 verschiedene Werte. 


Diese können nur von der Form s? oder -s sein. (Wegen Satz 1 kommt 0 nicht als Wert 
in Frage). 
Daraus folgt: (g2+1)/2-(gz+1)/4 ist die Anzahl der verschiedenen Werte der Form -s?. 


Folgerung aus Satz 5: Die Gleichung $ + 2 =-1 besitzt (g2+1)/2 verschiedene s?-Werte 
und somit insgesamt gz+1 verschiedene Lösungen. 

Nach Satz 4 und nach Satz 5 liefert der Term 1+2 Ausdrücke von der Form s oder 
=, 

davon jeweils (gz+1)/4 verschiedene. Damit gibt es (gz+1)/2 Möglichkeiten für -s . 

Da für z=z1 und z=-z1 der gleiche Ausdruck 1 + Z erscheint. 

Die Gleichung s + 2?=-1 umgeformt zu 1+2°=-s? hat dann insgesamt gz+1 
verschiedene Lösungen, da für z=z1 und z=-z1 der gleiche Ausdruck 1 +? erscheint. 


Erzeugung der Gruppe aus orthogonalen und pseudoorthogonalen Matrizen: 


Die Gleichungen (1) & +b? = 1 und (2) A’+B?=-1 haben jeweils gz+1 Lösungspaare. 
Sind {ai,bi} Lösungspaare von (1) und {Ai,Bi} Lösungspaare von (2), 

so besteht die Gruppe PSG aus allen Matrizen der Form 

{{ai,bi},{-bi,ai}} und {{Ai,Bi},{Bi,-Ai}}. i=0,...,gz. 

Alle Lösungen von Gleichung (1) erhält man wie folgt: 

Setzt man ai=1/ch[i] und bi=shf[i)/ch[i], so ist (1) erfüllt und man erhält 

für i=0,1,2,....g2-2 insgesamt gz-1 Lösungspaare, es fehlen noch a=+-1 und b=0. 

Somit erhält man gz+1 Lösungspaare. 

Aus einem Lösungspaar {A0,BO} von Gleichung (2) lassen sich alle anderen 
Lösungspaare erzeugen. 

Jedes Lösungspaar aus GI (1) erzeugt mit Hilfe des Lösungspaares {A0,B0} wie folgt alle 
anderen: 

Ai=A0*ai+BO*bi und Bi=BO*ai-A0*bi, wobei a0=1,b0=0 gewählt sein soll. 


1. Fall: Für gz=4*(2*j)+3= 8*j+3 erhält man ein Lösungspaar {A1,B1} von Gleichung (2) 
wie folgt: 

Satz: Für gz=4*(2*j)+3= 8*j+3 ist die Gleichung z^2=-2 in GF(gz) lösbar. 

Daraus folgt, AD=1 und BO=z, wobei z die Lösung der Gleichung z’2=-2 ist, befriedigen 
die Gleichung (2) 

A0^2+B0^2=1+(-2)=-1. 


2. Fall: Für gz=4*(2*j-1)+3= 8*j-1 erhält man mit Hilfe von Computerrechnung das Paar 
(A0,B0). 


Die zyklische Untergruppe hat die Ordnung gz+1, was unter unseren Voraussetzung 
durch 4 teilbar ist. 
Eine zyklische Gruppe hat zu jedem Teiler ihrer Ordnung eine zyklische Untergruppe, 


also auch zu der Ordnung 4. In einer solchen Untergruppe sind 

genau 2 Elemente der Ordnung 4. 

Das kann für unsere Matrizen aber auch direkt gezeigt werden: 

tta, -b}, (b, a}? ergibt ({a?-b2, -2ab}, {2ab, a? -b?}} 

und muß die Matrix {{-1,0},{0,-1}} ergeben, wenn die Ordnung 4 vorliegen soll. 

Dann muß a b=0 und -b =-—1 sein. 

Weiter folgt, b=0 geht nicht, da dann & = -1 sein muß, 

was für unsere Galoisfelder GF[p”] mit der Primzahl p in der Form 4m+3 und n ungerade 
im ersten Teil unserer Untersuchungen ausgeschlossen worden war. 

In diesen zugelassenen Galoisfeldern ist eine Zahl, deren Quadrat -1 ergibt, nicht 
möglich. 

Damit sind nur die Lösungen a=0 und b=1 oder a=0 und b=-1 möglich. 

Das führt auf die beiden Matrizen {{0,-1},{1,0}} oder {{0,1},{-1,0}}, die beide die 
Ordnung 4 haben. 

Diese beiden Matrizen werden bei der Abbildung für die Eigenschaft 1. nicht benutzt. 


Die Coshyperbolicus- und die Sinushyperbolicus-Funktion konnten dagegen einfach 
definiert werden. 

Mit ihrer Hilfe werden jetzt zunächst in einer Ebene orthogonale Matrizen konstruiert, die 
die Determinante 1 haben. 

Solche Matrizen vermitteln eine Transformation eines orthonormierten 
Koordinatensystems in ein anderes orthonormiertes Koordinatensystem. 


Die Eigenschaften von ch[j], sh[j] und th[j] legen es nahe, folgende Matrix zu konstruieren, 
die sich als eine orthogonale Matrix mit der Determinanten D=1 erweisen wird: 


1 F 
| ag PU 

-thi j ai 
Orthogonalität heißt, die Spaltenvektoren der Matrix haben das Skalarprodukt 0, 
was man auf den ersten Blick bei der ausgewählten Matrix erkennt. 


Die Determinante dieser Matrix ist Ar +th[j]? 


Mit den Eigenschaften 1=chtj?-shtj? und thd == SH 

sieht man, daß die Determinante 1 ist. 

Diese Matrizen vermitteln also orthogonale Abbildungen des Koordinatensystems, 
wobei ein orthonormiertes Koordinatensystem der Ebene in ein orthonormiertes der 
Ebene übergeht. 
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. P ` a b 
Diese orthogonalen Matrizen sind von der Form ( a) für die der Quotient 2 =sh[j]. 


Für die zugelassenen Galoisfelder GF[p"] werden die möglichen Matrizen 
1 

HA th[ j 

-th gr 


zur Transformation der Vektoren {1, £ } benutzt. Gilt für # die Beziehung £ = sh[ j], so 
ergibt die Transformation 


(a | E "r 1 j= u +SP (1) 
U a )\ PB tn Nr SA -th 0 j 


wenn man die Definition von th[j] berücksichtigt. 


Die Bedingung £ = sh[j] kann H mal im Galoisfeld erfüllt werden. 


A B 
Für die anderen B werden die pseudoorthogonalen Matrizen ( B- A) für die 


Transformation gebraucht. 
Gilt die Bedingung £= sh[j] nicht, so wird für 8 der Quotient 2 einer echt 
pseudoorthogonalen Matrix gewählt . 


f a `. /A By[! A+& 
Damit erreicht man folgende Transformation ( B a) = A|, 
7 0 


Es wird in diesem Fall die geforderte 0 in der 2.Komponente erreicht. 


8 
A 


Jetzt muß noch gezeigt werden, daß der Quotient ß= 2 kein sh[j] sein kann: 
Für pseudoorthogonale Matrizen gilt A? +B?=-1. 
Wird diese Gleichung nach B aufgelöst, so erhält man als Lösungen 

{B> -V-1- 22), (B> V-1-A)). 
Setzt man eine Lösung in den Quotienten £ ein, so erhält man pe. 
shli] ist der Ausdruck 4 (k! - $). 
Wenn £ kein solcher Ausdruck sein soll, wird die Gleichung 

-4(kl- 4)=0 oder EEE -4 (ki - 4)=0 nach A aufgelöst: 


A 
Als Ergebnis erhält man HA» er A» eier]! e 


Da in unseren zugelassenen Galoisfeldern i nicht enthalten ist, gibt es das notwendige A 


und damit auch das B in unseren Galoisfeldern nicht. 
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Mit diesen Überlegungen sind alle möglichen £ des Galoisfeldes erfaßt. 
Die Gruppe der orthogonalen und pseudoorthogonalen Matrizen transformiert alle 


Vektoren (3) in Vektoren l } 


i p 1 
Für die echt orthogonalem Matrizen sind Skalarprodukte der Vektoren ( ) mit sich selbst 
und (7) mit sich selbst gleich, wie man sofort nachrechnet. 
1 
Für die pseudoorthogonalen Matrizen haben die Skalarprodukte der Vektoren ( N mit 


sich selbst und (z) mit sich selbst unterschiedliches Vorzeichen: 


1 1 
Der (,) Vektor hat die Form | B ) mit A? + B? =-1. 


A 
E 
Der Vektor (? ) erhielt die Form | Sr } 
0 


Die erste Komponente dieses letzten Vektors kann umgeformt werden zu (£ + &) A 


Da die Beziehung 4? + B? = -1 gilt, 


£ E 
ergibt sich für das Skalarprodukt (5 A J Ak A ) = + 
0 
1 1 > 
Für das Skalarprodukt | B J B ) It: 
AIVA 


Berücksichtigt man erneut die Beziehung A? + B? =-1, 
so erhält man als Skalarprodukt --} . 


Wie schon mehrfach gesagt, kommt der irreduzible, treue, zweidimensionale 

Darstellungsraum der S3 der regulären Darstellung zweimal vor und erzeugt in ihm die 
1 

š A B 

verdoppelten" Vektoren iF 


b 


Diese Vektoren werden dann durch die "verdoppelten" orthogonalen oder 
pseudoorthogonalen Matrizen transformiert. 


Diese Matrizen sind 


die jeweils den Vektor in einen Vektor verwandeln. 


1 
B 
1 
B 


ON O 


Vorgetragen würden die orthogonalen und pseudoorthogonalen Transformationen als 
Transformationen von Vektoren. 

ABER: GENAUSO GUT können diese Transformationen auch als 
TRANSFORMATIONEN DES BEZUGSSYSTEMS aufgefaßt werden. 


Das heißt dann: 
1 


Alle verdoppelten Vekoren können in ein Bezugssystem transformiert werden, 


1 


B 
Y 
: aii 0 i 
in dem sie die Form erreichen. 
Y 
0 
1 
Allgemein können damit alle Vektoren a A transformiert werden 
B 
in ein Koordinatensystem, in dem sie die Form a erreichen. 


on O 


Jetzt wird dieses durch orthogonale oder pseudoorthogonale Transformation erreichte 
ct 


x 
vierdimensionale Bezugssystem als ein Bezugssystem für Vektoren y aufgefaßt. 


z 
Unsere Meinung ist also: 

Der Gruppenring der Permutationsgruppe Szerzeugt einen 6-dimensionalen Vektorraum, 
der sogar eine Algebra ist. 

Die reguläre Darstellung dieses Gruppenringes ist auch 6-dimensional. 
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In diesem regulären Raum kommt die treue, irreduzible Darstellung des Gruppenringes 
zweimal vor und erzeugt einen 4-dimensionalen Raum. 


Die darin vorkommenden "verdoppelten" Vektoren œ können in einem durch 


1 
B 
1 


B 
orthogonale 


oder pseudoorthogonale Transformation erzeugten Koordinatensystem 


Y 
0 
als Vektoren œ a angesehen werden. 
0 
ct 
x 
In diesem Koordinatensystem wird die "physikalische" Deutung ý eingeführt. 
z 
d 
0 
Die Vektoren œ 3 genügen dann alle der "Lichtgeschwindigkeitsbedingung" öt=y: 
0 


Es wird also interpretiert: 

Der Gruppenring der Permutationsgruppe Sa erzeugt in seinem 4-dimensionalen 
Darstellungsraum ausschließlich Vektoren, die der Lichtgeschwindigkeitsbedingung 
genügen. 


Natürlich können die orthogonalen oder pseudoorthogonalen 4-dimensionalen 
Transformationen so kombiniert zusammengesetzt werden, daß wahlweise die Vektoren 


7 y 
Y 0 f 
als a oder al erscheinen. 
0 0 
0 Y 


Im ersten Teil wurde gezeigt, daß die Lorentztransformationen in den zugelassenen 
Vektorräumen vorhanden sind, damit gelten die Bewegungsgesetze der speziellen 
Relativitätstheorie. 


Nun zur Permutationsgruppe S4. 

Ihr Gruppenring erzeugt als reguläre Darstellung einen 24-dimensionalen Vektorraum. 
Hier soll nur eine ganz spezielle Darstellung der S4 betrachtet werden. 

Insgesamt gibt es 5 irreduzible Darstellungen des Gruppenringes, da die Gruppe S4 5 
Klassen von Elementen enthält. 


50 


Die Grade der irreduziblen Darstellungen sind 1; 3; 2; 3; 1. 

In der regulären Darstellung kommt jede irreduzible so oft vor, wie ihr Grad angibt. 

Das ergibt in der Summe 24, wie es sein muß, denn die Permutationsgruppe S,hat die 
Ordnung 24. 

Der Vektorraum, besser die Algebra des Gruppenringes, hat damit die Dimension 24. 
Die Darstellungen von Grad 1 sind einmal die identische Darstellung, 

die jedes Gruppenelement auf die 1 abbildet, 

zum anderen die alternierende Darstellung, die einem Gruppenelement die 1 oder die -1 
zuordnet, 

je nach dem Signum der zugehörigen Permutation. 

Die beiden Darstellungen von Grad 3 sind treu. 

Die Darstelllung vom Grade 2 ist die treue Darstellung der Faktorgruppe S4 / C2 xC2 = S3, 
da C2xCz Normalteiler in S4 ist. 


Somit kann die Gruppe S4 homomorph auf die Permutationsgruppe S3 abgebildet werden. 


Nach den oben durchgeführten Untersuchungen kann damit auch die 
Permutationsgruppe S4 abgebildet werden wie die S; . 
Nach den möglichen orthogonalen oder pseudoorthogonalen Transformationen tauchen 
dann 
auch die Elemente des Gruppenringes 

Y Ý Y ct 


0 0 x p 
als œ oder al 2 oder al o im gedeuteten Raum der Physik als Objekte auf, 
r 


0 0 Y 
die sich mit Lichtgeschwindigkeit bewegen. 


N x 


Um hypothetisch auf die Frage nach der Engergie der Objekte einzugehen, 
ct 


die sich mit Lichtgewindigkeit im Raum : bewegen und die Bedeutung der 


2z 
orthogonalen und pseudoorthogonalen Transformationen des Koordinatensystems noch 
einmal zu beleuchten, gehen wir auf die Darstellungen der Gruppenringe der Sund der 
S, etwas ausführlicher ein. 


Die symmetrische Gruppe S3 besteht aus 6 Elementen, 

die in Erinnerung an die Entstehung aus Permutationen mit 
p[1], pl2], p[3], pl4], p[5], p[6] bezeichnet werden sollen. 
Die Elemente des Gruppenringes der 5 sollen als Summen 


pt1] x11] + pf2] x[2] + pl3] x13] + p[4] x14] + p[5] x15] + pl6] x{6] 


aufgeschrieben werden, bei denen die Koeffizienten x[i] Elemente aus einem 


zugelassenen Galoisfold GF [ p”] sein sollen. 

Sie stellen die Vektoren eines 6-dimensionalen Vektorraumes über dem Galoisfeld 
GF[ p?] dar. 

Die Gruppenelemente p[ i ] stellen die konstruierende Basis des Vektorraumes. 


Nach der Darstellungstheorie kann aber jedes Gruppenelement pfi] auf eine irreduzible 
Matrix 2.Grades abgebildet werden, daß diese 6 Matrizen eine Matrizengruppe bilden, die 
isomorph zur S3 ist. 

Eine solche mögliche Abbildung ist die Abbildung: 


PUI > 111, 0}, (0, 1}} 
pl2] > 110, 1}, 1, 0} 
PL3] > 111, 0}, 1-1, -1}} 
pl4] > 4-1, 1), 11, 0} 
PIS] > 110, 1}, {-1,-1)} 
pl6] > 1-1, 11, (0, 1}} 


In diesen Matrizen kommen nur die Zahlen 0, 1 und -1 vor, die natürlich in jedem 
Galoisfeld enthalten sind. 


Somit kann jedes Gruppenringelement 


pttl x[1] + p[2] x{2] + pI3] x13] + p[4] x14] + p[5] x15] + p[6] x16] 


auf eine Matrix 2.Grades abbgebildet werden: 
Jedes p[i] wird auf eine Matrix abgebildet. 


Die Multiplikation einer Matrix mit einer Zahl x{i] ist erlaubt und erzeugt eine neue Matrix 2. 


Grades. 
Matrizen können komponentenweise addiert werden und ergeben dann wieder eine 
Matrix gleichen Grades. 


So ergibt sich unter der obigen Abbildung der pli] auf die angegebenen Matrizen für ein 
Gruppenringelement die Matrix 


weg! a 
x{2] = x[3] + x14]- x15] x{1] - x13]- x15] + x{6] 


Jedes Gruppenringelement kann also auf eine Matrix 2.Grades abgebildet werden. 
Eine solche Matrix verwandelt einen beliebigen Vektor {a1,02} des 2-dimensionalen 
Raumes in einen anderen Vektor 


2 O11] + x13] - x[4] - X{6]) + a2 (x{2] - X[4] + x[5] - en 
a1 (x12] = x13] + x14] - X[5)) + a2 (x{1] - x{3] - x{5] + x{6]) 


diese Raumes. Damit kann ohne Beschränkung der Allgemeinheit die oben angegebene 
Methode der Transformation durch orthogonale oder pseudoorthogonale Matrizen 
angewendet werden. 


Jetzt soll aber die "triviale" Darstellung des Gruppenringes betrachtet werden, die jedem 
Gruppenelement pfi] die 1 zuordnet. 

Ein Gruppenringelement p[1] x11] + pl2] x[2] + p[3] x13] + p[4] x[41 + p[5] x[5] + p[6] x16] 
wird dann auf das Element x[1]+ x[2]+ x[3]+ x[4] + x{5]+x[6] des zugelassenen 
Galoisfeldes GF[p”] abgebildet. Jedes Element des Galoisfeldes kann da vorkommen. 


Wird die Energiegleichung von Photonen E=hv herangezogen, so sollen zwei 
hypothetische Gedanken in unser Weltspiel (nach Picht) oder in unser Glasperlenspiel 
(nach Hesse) unserer Untersuchung gebracht werden: 


1. Unter den Summen x[1]+ x[2]+ x[3]+ x[4]+ x[5]+x[6] kann natürlich auch 
die 1 des Galoisfeldes vorkommen. 
Da unsere Raum-Zeit-Welt über den Galoisfeldern GF[p”] gequantelt ist, 
wird für die Plancksche Konstante h in diesem Galoisfeld h=1 vorgeschlagen. 
h ist damit eine elementare Naturkonstante. 
Die mögliche Energie eines Gruppenringelementes 
pt] x[1] + p{2] x[2] + p{3] x[3] + pl4] x{4] + pl5] x15] + p[6] x{6] wird als 
E= 1x(x[1] + x[2] + x[3] + x[4] + x[5] + x[6]) vorgeschlagen. 

2; Da die Elemente des Gruppenringes der S; die Raum-Zeit-Welt unseres 
Glasperlenspieles erzeugen, so soll angenommen werden, 
daß die unter 1. angenommene Energieuntersuchung in dieser Form für 
GRAVITONEN in der Raum-Zeit-Welt gültig sein soll. 

3. Die entsprechenden Überlegungen gelten auch für die 
Gruppenringelemente der S4 . 
Diesen wird durch die triviale Darstellung das Element des 
Galoisfeldes 2%, x1j] zugeordnet, 
das dann das v in der Gleichung 


E=hv=1»5% Xj] 
sein soll. 
Gruppenringelemente der S4 werden hypothetisch PHOTONEN zugeordnet. 


UND 


Für die Darstellung der S4 hatten wir bisher nur die nichttreue, homomorphe 
Abbildung S4/C2xCz = S3 benutzt und in unsere hypothetische Deutung 
einbezogen. Es gibt aber noch 2 voneinander wesentlich verschiedene 

treue Abbildungen des Gruppenringes jeweils in die Dimension 3. 

Diese treten in der regulären Darstellung der S4 je 3-mal auf. 

Jetzt wird folgende Unterscheidung vorgeschlagen: 

Wird ein Gruppenringelement der S4 "zufällig" durch die nichttreue, homomorphe 


Abbildung S4/C2xCz = S3 abgebildet oder dargestellt, so taucht es 
ct 


x 
in unserer Raum-Zeit-Welt der y nach der angegebenen 


= 
Koordinatentransformation als PHOTON auf. 


Wird das Gruppenringelement aber "zufällig" durch eine der treuen Abbildungen 
ct 


von Grad 3 dargestellt, so taucht es in unserer Raum-Zeit-Welt der 


NICHT auf. 


Es wird dann hypothetisch einem 
PHOTON der DUNKLEN ENERGIE 
zugeordnet. 


Photonen einer Dunklen Energie werden von Astrophysikern zur Beschreibung 
des Kosmos gefordert. 


Noch nicht betrachtet wurden die Darstellungen S3/A und S4/ As, 

die die Gruppenelemente jeweils auf die 1 oder die -1 des Galoisfeldes abbilden. 
Wir fragen, ob diese Abbildungen etwas mit der POLARISATION eines Gravitons 
oder eines Photons zu tun hat. 

Eine mögliche Antwort wissen wir noch nicht. 


In unserem Glasperlenspiel wurden bisher nur Darstellungen der Gruppenringe 
über den Permutationsgruppen S; und S4 über einem Galoisfeld GF[p?] 
betrachtet. 

Es ist aber klar, daß es auch noch die Permutationsgruppen Sp für n>4 gibt. 
Darstellungen für deren Gruppenringe konnten wir mit dem Programm 
MATHEMATICA für die Permutationsgruppen Ss , Ss , S7 und Sg konstruieren. 
Wegen der Einfachheit der Gruppen A, wissen wir auch, daß die A, in den Sp 


die einzigen Normalteiler sind. 

Deshalb ist für diese höheren Permutationsgruppen 

keine homomorphe Abbildung in eine Welt, die durch die Darstellungen 
der S3 gekennzeichnet ist, möglich. 

Ob es eine Möglichkeit für weiterführende Deutungen der Darstellungen 
der durch S, erzeugten Gruppenringe gibt, insbesondere, wie der Begriff 
der Masse eingeführt werden könnte, wissen wir überhaupt noch nicht. 
Damit sind die Grenzen dieser Untersuchung erreicht. 


Es kann aber noch eine Aussage über die Möglichkeit von Zeit gesagt werden: 


Physiker setzen Raum und Zeit über dem Körper der Reellen Zahlen voraus. Sie 
konstruieren weder den Raum, noch die Zeit. Sie messen die Zeit einfach mit Uhren, also 
geeigneten periodischen physikalischen Vorgängen. 

Philosophen fragen, was ist die Gegenwart, die die Zukunft in nicht veränderbare 
Vergangenheit verwandelt. 

Philosophen fragen auch, welcher Prozeß setzt den Lauf der Zeit in Gang, was ist das 
"Ticken" der Zeit? 


In einem räumlichen Koordinatensystem x,y,z ist Bewegung möglich. Die physikalischen 
Gesetze lassen Bewegungen und Beschleunigungen zu. Unzweifelhaft gibt es also 
Freiheitsgrade für die Bewegungen in x,y,z, die aber den physikalischen Gesetzen 
unterliegen. 

Für die Zeitkomponente c t läßt sich kein Freiheitsgrad erkennen. Bekannt ist nur, daß 
auch die Zeitkomponente der Lorentztransformation genügen muß, das Phänomen der 
Zeitdilation kann nicht geleugnet werden, stellt aber keinen Freiheitsgrad dar, sondern 
beschreibt eine Bezugssystemabhängigkeit. 


Die multiplikative Gruppe der Ordnung p”-1 eines Galoisfeldes der Ordnung p” kann 
durch ein erzeugendes Element k „durchlaufen“ werden, indem es durch die Potenzen Kl, 


j=1,...p0-1 geordnet wird. Dabei sind EulerPhi(p"-1) erzeugende Elemente k möglich, 
jedes k erzeugt eine andere Durchlaufungsanordnung, und könnte einen Freiheitsgrad 
darstellen, der aber vielleicht physikalisch nicht zur Verfügung steht oder für den die 
Transformationsgesetze noch nicht bekannt sind. 

Für die ct-Komponente eines Inertialsystems gilt kein Freiheitsgrad, aber: kein 
Freiheitsgrad und das Phänomen der „laufenden“ Zeit empfiehlt hypothetisch dieses 


Phänomen durch das „Durchlaufen“ der multiplikativen zyklischen Gruppe der Ordnung 


p"-1 des zu Grunde liegenden Galoisfeldes zu beschreiben. Diese Forderung ist eine 


stärkere Formalisierung als die Zeit nur durch die Messung mit Uhren zu definieren und 
philosophisch nicht zu verstehen. 
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Für Photonen im c t-x Koordinatensystem gilt xet 

Durch ct wird die Zeit-Koordinate festgelegt, die durch den Faktor c zu ct räumlich 
erscheint. 

Die Gleichung x=ct vermittelt dann, daß die beiden „Raumdimensionen“ 
x und ct „im gleichen Takt" durchlaufen werden. 

Hier ist gemeint, daß der Ausdruck ct die multiplikative, zyklische Gruppe 
durchläuft. 


ct 


Die Lorentztransformation für die Zeitkomponente c t lautet c t, = Ta 
1- 


Das Bezugssystem So bewege sich mit der Geschwindigkeit +v gegen das 
ursprüngliche Bezugssystem S. 
Dann wird nach der Lorentztransformation die Zeit im bewegten Bezugssystem durch c to 


angezeigt. Die Uhr läuft im bewegten System mit, ruht also im bewegten System. Im 
Photonensystem, das sich mit der Geschwindigkeit v=c gegen das Ruhesystem bewegt, 


gilt dann für die Zeit c to 


ehe ctg) 
° has 
Da außerdem die Gleichung x=ct gilt, reduziert sich die obige Gleichung zu 
ch = =E - tket . 
2 1-4? 1-4? 1-47 
ACHTUNG: 


Man könnte meinen, durch das Ersetzen v=c entstände der Ausdruck 2 
Für reelle Zahlen ist dies aber nicht der Fall, da sich dann mathematisch zeigen läßt, daß 


der entsprechende Limes für v>0 korrekt 0 ist. 
Das heißt aber: im bewegten Bezugssystem ist to=0. 


to mißt aber den Zeitverlauf im bewegten Photonensystem. 


Im Photonensystem bleibt die Zeit „stehen“. Das könnte bedeuten: 
Ein Zeitverlauf wird nur als eine Differenz wahrgenommen: 
Sind die x,y‚z-Komponenten in einem Intertialsystem konstant, 
so wird das „Ticken“ einer Uhr durch das Durchlaufen der 
multiplikativen zyklischen Gruppe des Galoisfeldes 


wahrgenommen. 
Andererseits hatten wir oben die Auffassung vertreten, die Gleichung x=ct 
vermittelt , daß die beiden „Raumdimensionen“ x und ct „im gleichen Takt“ 


durchlaufen werden. 
Die beiden Ergebnisse, zusammengefaßt, sollen gedeutet werden: 


Experimentell wissen wir, daß auch die Zeit „läuft“, wenn in einem Inertialsstem eine Uhr 
sich an einem festen Ort x befindet und die Zeit anzeigt. 
Das heißt dann, c t wird im Galoisfeld durchlaufen, der Ort x aber nicht. 


Formal aufgeschrieben sieht man: x= xg+Vt =Xoọ+0t 

Wie man aus der Lorentztransformation für die Zeitkomponente sofort sieht, gilt dann die 
Gleichung ctọ=ct für v=0 bleibt das Ticken der Zeit in beiden Systemen gleich, 
unabhängig von xo , 


Die Zeitdilatation für bewegte Systeme, angezeigt durch die Lorentztransformation, 
besagt, daß Uhren im bewegten System langsamer gehen, im Extremfall für Photonen 
stehen bleiben können. Das langsamer Gehen erscheint durch die Zeitkomponente der 
Lorentztransformation für die dann folgende Umformung einsichtig ist: 


ei-tx ct-* vt 
lien = len 
Vi? Vief 


Der Zähler auf der rechten Seite enthält neben dem Zahlenfaktor A 

den Ausdruck v t. Dieser vermittelt auch ein „Ticken“ der Zeit, aber ein „langsameres“, da 
v<c ist. 

Offensichtlich wird dann insgesamt nur die gemäß der Lorentztransformation sich 
ergebende „Differenz“ als „Ticken“ der Zeit wahrgenommen. 

Bei Photonenbewegung ergibt sich als „Grenzwert“ für das Ticken dann die 0 . 

Für Photonen tickt dann keine Zeit mehr. 


Damit deutlich erkennbar wird, daß eine reguläre Darstellung der S3 in einem echt 
6-dimensionalen, irreduzibel zerfallenden Raum erscheint, wie es Boerner [5] herleitet, 
werden die Matrizen einer solchen Darstellung hier aufgeführt. 

Die Matrizen vom Grade 6 enthalten in der 1. Zeile die 1 als Element der trivialen 
Darstellung, die jeder Permutation die 1 zuordnet. 

Die Matrizen vom Grade 6 enthalten in der 2. Zeile die 1 oder die -1 als Element der 
homomorphen Darstellung der Faktorgruppe S3/As, die jeder Permutation ihre Signature 
zuordnet. 

Die Matrizen vom Grade 6 enthalten in der 3. und 4. Zeile die Matrizen der irreduziblen, 
treuen Darstellung vom Grade 2 der Permuatationen, 

Die Matrizen vom Grade 6 enthalten in der 5. und 6. Zeile die Matrizen der irreduziblen, 
treuen Darstellung vom Grade 2 der Permuatationen, 

Damit ist eine reguläre Darstellung aufgeschrieben. 

Weitere reguläre Darstellungen sind zu dieser äquivalent. 

Zuerst die Permutation, dann die Matrix der irreduziblen, treuen Darstellung vom Grade 2, 
dann die regulären Matrix: 
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100000 

010000 

10 001000 

{1,2,3} (54) 000100 
000010 

000001 


Diese erste Darstellungsmatrix muß natürlich wegen der Homomorphiebedingung der 
Abbildung die Einheitsmatrix sein. 


1 
HSE - | 


“ 
N 
= 
o 
r 
ooocooo-—- 
oo-o000 
en 
o 
o 


oo0o0 


ooooo0_— 


ooooo0— 
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1000000 
010000 
0 1 000 1 0 0 

3,1,2 
t } (= á) 00-1 -10 0 
000 0 0 1 
00 0 0 -1 -1 
100000 
0-1 0000 
-1 -1 0 0 -1 -1 0 0 

‚2,1 
{3,2,1} Ẹ a) 000100 
0 0 0 0 -1 -1 
00 0 001 


Natürlich kann eine reguläre Darstellung vom Grad 6 auch als eine 
Permutationsdarstellung aufgeschrieben werden, die in jeder Zeile und Spalte nur eine 1 
enthält, die restlichen Positionen sind nur mit der Zahl 0 besetzt. 

Eine entsprechende Permutationsdarstellung kann auch von jeder Gruppe 
aufgeschrieben werden. Ihr Grad ist dann gleich der Ordnung der Gruppe. 


Auf jeden Fall erscheint es uns, eine weiterführende philosophische Abhandlung 
geschrieben zu haben. 


Aus philosophischen Gründen wäre es aber sinnvoller, die Reihenfolge der 
Untersuchungen zu ändern: 

Erst die reguläre Darstellung der Szund der S4. 

Dann die Konstruktion der orthogonalen und pseudoorthogonalen 
Koordinatentransformationen und jetzt erst die Konstruktion der möglichen 
Lorentztransformationen über einem zugelassenen Galoisfeld GF[p”]. Aber wir vermuten 
das würde die Lesbarkeit noch mehr erschweren. Also unterlassen wir diese Umstellung 
noch. 


Ergänzung zur Darstellungstheorie der Symmetrischen Gruppe S3 


Die symmetrische Gruppe S3- 

Die Klassenzahl ist 3; also gibt es 3 irreduzible Darstellungen. 

Die alternierende Gruppe Ag ist Normalteiler und erzeugt 2 Nebenklassen, die der 
geraden und die der ungeraden Permutationen. Die Faktorgruppe Sa/Ag hat die Ordnung 
2, ist also abelsch. Für die homomorphe Abbildung ersten Grades kommen also nur die 
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